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Einleitung
Algebra beschéftigt sich mit Losen von Gleichungen:

e Polynomiale Gleichungen: f(z) =0 fir f € K[x].
f1<.%'1, Ce .an) =0

also :
fr(z1,...xy) =0
e Quadratische Gleichungen: 22 + pz + ¢ =0
3
p p
e = — = - —
T I

e Gleichungen 3. Grades: f(z) =2® +ax +b=10

e R (ORICRS ER O RE]

e Gleichungen 4. Grades: lassen sich auf Gleichungen 3. Grades zurtickfiihren.

e Lagrange (~1780) : Nutze Symmetrie.
Beispiel: f(z) = 2 + ax + b habe die Losungen zy, x3, T3.

Sei ¢ dritte Einheitswurzel:
(1 + Exy + E2a3)°

ist invariant unter zyklischer Vertauschung von x, xs, x3. Es geniigt also einer quadrati-
schen Gleichung.

e Galois (1830): allgemeine Losungstheorie



Kapitel 1

Gruppen

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1

Sei M eine Menge.
a) Eine Verkniipfung auf M ist eine Abbildung - : M x M — M
b) Eine Menge M zusammen mit einer Verkniipfung - heift Magma.
c¢) Eine Verkniipfung - : M x M — M heifit assoziativ, wenn

(x-y)-z=x-(y-2) Ve,y,z € M

d) Eine Halbgruppe ist ein assoziatives Magma.

e) e € M heiit neutrales Element fir die Verkniipfung -, wenn fiir alle x € M gilt:

f) Eine Halbgruppe mit neutralem Element heifit Monoid.

g) Eine Gruppe ist ein Monoid (G,-), in dem es zu jedem z € G ein 2’ € G gibt, so dass

7' heifit zu © tnverses Element.

Bemerkung 1.2
Sei (M, -) ein Magma.
a) In M gibt es hochstens ein neutrales Element

Beweis Sind eq, e; neutrale Elemente, so ist

eo neutral e] neutral
€ = €16 ———— €3



b) Ist M Monoid, so gibt es zu x € M héchstens ein inverses Element.

Beweis Sind 2/, " zu x invers, so ist

Definition und Bemerkung 1.3 Magma
. . Halbgruppe
Sei (M, -) ein(e) Monoid
Gruppe
Magma
a) U C M heiit Unter- Halbgru‘ppe ,wenn U - U C U (Verkniipfung bleibt auf U)
Monoid
Gruppe
Magma
Halbgruppe |.
und (U, -) selbst Monoid ist.
Gruppe

b) U C M Unterhalbgruppe <= U -U C U.

Beweis Klar.

¢) U C M Untermonoid <= U -U CU und e € U.

Beweis Klar.

d) (Untergruppenkriterium)
G C M Untergruppe <= U # 0 und fiir alle z,y € U gilt x -y~ ' € G

Beweis ,—“ Klar. <=
SeizcelU=—=ce=x-271cU

= mit x ist auch 27! in U.

— mit z,yistauchz-y=a-(y H)telU.

Bemerkung 1.4
Sei (M, -) Monoid, dann ist

M* = {x € M : es gibt inverses Element 27! zu z in M}

eine Gruppe.

Beweis e € M*, dae-e=e, also M* £ ().

Sind z,y € M*,soist x-y € M,

dax-y-(y ' -27!)=e = -ist Verkniipfung auf M*.
— (M~*,-) ist Gruppe.



Definition und Be erkung 1.5

Magma

Seien (M, ), (M', *) { Halberuppe

a)

)

Monoid
Gruppe

Eine Abbildung f : M — M heiit Homomorphismus, wenn fir alle z,y € M gilt:

flay) = fl@) = fly) ()
Hat M ein neutrales Element, so muss auflerdem gelten:

fle)=¢€ (i)

Ist f: G — G’ Abbildung von Gruppen, die (i) erfiillt, so ist f Homomorphismus ( (ii)
ist bereits erfiillt)
Beweis f(e) = f(e-e) = f(e)* f(e) = (Multipliziere mit f(e)~! aus G') = €’ = f(e).
Ein Homomorphismus f : M — M’ heiit Isomorphismus, wenn es einen Homomor-
phismus g : M’ — M gibt mit f - g = idy
Jeder bijektive Homomorphismus ist ein [somorphismus.

Beweis Sei f: M — M’ bijektiver Homomorphismus
und g : M" — M die Umkehrabbildung.

Zu zeigen: g ist Homomorphismus.

Seien x,y € M’
Schreibe x = f(Z),y
= glxxy) =g(f(@

= f(7) fir passende Z,7 € M.
) f(9) = g(f(z-y) =z -y.

Die Komposition von Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus.

Definition und Bemerkung 1.6 Magma

Sei f: M — M’ Homomorphismus von

a)

Halbgruppe
Monoid
Gruppe

Bild(f) :={f(z) :z e M} C M’
Magma

Halbgruppe
Monoid
Gruppe

ist ein Unter-

Beweis Sind z, 2’ € M, so ist f(x) * f(z') L Hor f(x-2') € Bild(f)

Sind M, M' Monoide: f(e) =€’ € Bild(f)

Sind M, M’ Gruppen: f(z)™! = f(z™!) € Bild(f), denn f(x) x f(z™1) = f(z-271) =
fle) =¢€.




b) Sind M, M’ { Monoid }, So ist

Gruppe
Kern(f) :={x e M : f(z) =¢'}

Unter—{ Monoid }VOH M.
Gruppe

Beweis Seien x,y € Kern(f) = f(z-y) = f(x)x f(y) = ' xe’ =€ = x-y € Kern(f)
Sind M, M' Monoide: e € Kern(f).
Sind M, M’ Gruppen: f(z7!) = f(z)™! = (¢/)' = ¢ = 27! € Kern(f).

c¢) Sind G, G’ Gruppen, so ist f genau dann injektiv, wenn Kern(f) = {e}

1.2 Beispiele und Konstruktionen

(1) Sei M eine Menge, MM := {f : M — M Abbildung} ist mit der Verkniipfung - ein Mo-

(2b)

noid.

(MM)* = {f: M — M bijektive Abbildung} =: Perm(M) = S,,,

Insbesondere M = {1,...n} : S, ny =: Sy
Magma

Ist (M,-) ein { Halbgruppe }, so ist End(M) := {f € MM : f Homomorphismus} ein

Monoid
Gruppe

Untermonoid von MM und
Aut(M) := Perm(M) N End(M)

Untergruppe von Perm(M).

Magma

Sei X Menge, (M, -) ein { Halbgruppe } dann ist MX = {f : X — M Abbildung} mit der

Monoid
Gruppe

Magma
. L : Halbgruppe
Verkniipfung (f - g)(z) := f(z) - g(z) ein { Mognoizp }
Gruppe

Assoziativ: Nein!.

Neutrales Element: Gibt es E: X — M mit (E - f)(z) = f(z)Ve € X ?
Jal: B(z) =eVr € X

Inverse Abbildung zu f: X — G: f~(z) = (f(z))™!
Ist (M, -) Halbgruppe und (H, +) kommutative Halbgruppe,

dann ist Hom(M, H) = {f € HM : f Homomorphismus} eine kommutative Unterhalb-
gruppe von HM.

Denn sind f, g : M — H homomorph, so ist fiir alle x,y € M:

(f+o)z-y)=flz-y)+g(x-y) = flx)+ fly) +9(x)+9(y) = (f +9)(x) +(f +9)(¥)



Magma

(3) Sei I eine Indexmenge. Fiir jedes i € I sei (M;,-) ein { Halberuppe 1
Monoid
Gruppe

Magma
a) H M; ist mit komponentenweiser Verkniipfung ein Hﬁﬁ;ﬂ"e :
Gruppe

icl
b) Sind M; Monoide,
so ist @Ml = {(wi)ig € HM’ cx; = e; fur fast alle z} ein Monoid.

il

Definition und Bemerkung 1.7

a) [[ M heiit direktes Produkt.
P M heifit direkte Summe.

b) ist I endlich, so ist [ [ M = &5 M.

Magma
c) Sei M ein { H?\I/Ef;‘(’ipe } und fiir jedes i € I, g; : M — M; Homomorphismus, dann
Gruppe
gibt es genau einen Homomorphismus G : M — H M;, so dass g; = pr; o G, wobei
icl
pri H M; — M; Projektion.
jel
112
jel
1
eIl p7\
s
M,
M 9i !

Beweis Setze G(m) := (m;),er mit m; = g;(m) fir m € M:
G ist Homomorphismus. /
G ist eindeutig, da pr;(G(m)) = g;(m) sein muss.

d) Ist (M,+) ein kommutativer Monoid, und fiir jedes i € I, f; : M; — M ein Homo-
morphismus, so gibt es genau einen Homomorphismus F' : GB M; — M, so dass fiir

jer
jedes i € I: f; = F o,
m J=1
wobei v; : M; — @Mj, m — (m;)jer, wobei m; = j .
jeI ej JFi

DM,
jel

/V' H!F\\

M; M
fi




(4)

(7)

Beweis Setze F((m;)jer) = Zje] fi(my)
( Betrachte F((0,...0,m;,0,...0)) = fi(m;))

Sei S eine Menge (,,Alphabet ).

(e}

Fe(S) := U S™ ist Halbgruppe mit der Verkniipfung ,Nebeneinanderschreiben =, Kon-
n=1

katenation“: (x1,...,2Zn) - (Y1, YUm) == (T1, o, Ty Y1y -+ y Ym)

Fe(S) heifit Worthalbgruppe“ iiber S.
Variation: S = _leeres Wort“.
Bemerkung 1.8

Ist (H,-) eine Halbgruppe, f : S' — H eine Abbildung, so gibt es genau einen Homomor-
phismus F': F*(S) — H mit F|g1 = f.

Beweis Setze F((xy,...,x,)) = F((x1)(z2) ... (x,)) = F(a1) - F(x2) ...  F(z,) = f(x1) -
fwa) - )

Sei (M, -) ein Monoid. Fiir z € M ist ¢, : N — M, n +— 2™ ein Homomorphismus.
Ist G Gruppe, = € G, so ist ¢, : Z — G, n +— z" ein Gruppenhomomorphismus.
Definition und Bemerkung 1.9

Sei G Gruppe.

a) (z) := Bild(p,) heiBt die von x erzeugt zyklische Untergruppe.
b) |
c) |

(x)| heifit die Ordnung von z.
G| heifit Ordnung von G. (falls |G| endlich).

Sei G Gruppe. Fir g e Gsei 7, : G — G, z +— ¢ - ¢ (,Linksmultiplikation“)
7,(€¢) = g => kein Gruppenhomomorphismus aufler 7, = id

Bemerkung 1.10 (Satz von Cayley)
Fiir jede Gruppe G ist die Abbildung

7:G — Perm(G), g — 7,
ein injektiver Gruppenhomomorphismus (Einbettung)

Beweis (i) 7, € Perm(G) : 7, ist bijektiv mit Umkehrabbildung 7,-1

(ii) 7 ist Gruppenhomomorphismus, denn 7(g; - ¢2)(z) = (g1 - g2)z = q1(g2 - ) =
Ty (Tgl ([L’)) = (7-91 ’ ng)($)vx e

(i) Kern(7) = {e}, denn ist 7, = idg, soist 7y(z) = g-x =aVx € G = g=e

Definition und Bemerkung 1.11
Sei G Gruppe mit g € GG



a)

Die Abbildung ¢, : G — G, x — g-x - g~ ! heift Konjugation mit g.
¢g ist ein Automorphismus.

Beweis ¢, ist Homomorphismus: ¢,(x1 - x3) = g(x1 - 22)g™ " = g(z1(97'g)z2)g™ " =

(97197 )(gr2g™") = cyl@1) - cg(a2)
=> ¢, ist bijektiv. Die Umkehrabbildung ist ¢,

Die Abbildung ¢ : G — Aut(G), g — ¢, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis c(g1 - g2)(x) = (g192) - = - (9192) " = (192) - @ - (92_191_1) = g (Cg(2)) =
(Cgl ’ ng)($)v1' €d

Z(@G) = Kern(c) heifit Zentrum von G.
auch ist Z(G) ={g € G : gx = zg¥Vzx € G} kommutative Elemente*.

Die Elemente von Bild(c) =: Aut;(G) heiBen innere Automorphismen von G.

Eine Untergruppe N C G heifit Normalteiler von G, wenn ¢,(N) C NVg € G
Aquivalent: grg~! € NVg € GVz € N

Ist f: G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Kern(f) Normalteiler von
G.

Beweis Sei x € Kern(f), g € G. Dann ist f(gzg™") = f(g) - f(x)- f(¢7) = f(g) -
flgh)=¢

Aut; (@) ist Normalteiler in Aut(G).

Beweis Sei p € Aut(G),g € G

Zu zeigen: pcyo~t € Auty(G)

Esist (¢p-cy071) (@) = pleg(97'(2))) = (g9~ () g7") = w(g) (e~ (z))e(g7") =
0(g9) -z (g)™" = cpg)(x)Vr € G.

= poc,0p 1 =y € Auti(G)

Definition und Bemerkung 1.12
(8) Sei G Gruppe, H C G Untergruppe.

a)

Fiir jedes g € G heiBt g- H = {g-h: h € H} = 7,(H) Linksnebenklassen von G
beziiglich H.

und

H-g={g-h:he€ H} Rechtsnebenklassen.

Fir ¢1, 90 € G gilt:
(g1-H)N(g2- H) # 0 <= g1H = g2 H

Beweis ,C“ Sei y = g1hy = gohe € g1 H N g2 H mit hy, hy € H.
— 01 = QQthl_l - ggH — ng - ggH
genauso goH C g1 H

H ist genau dann Normalteiler, wenn gH = Hg fiir alle g € G.

Beweis gH = Hg < H = gHg™!

10



d) Alle Nebenklassen von G bzgl. H sind gleich méchtig. (3 Bijektion)

Beweis 7y : H — g- H, h+ g - h ist bijektiv.

e) Die Anzahl der Linksnebenklassen bzgl H ist gleich der Anzahl der Rechtsneben-
klassen. Sie heifit Index |G : H| von H in G.

Beweis Die Zuordnung {Linksnebenklassen} — {Rechtsnebenklassen}, g - H — H -
g~ ! ist bijektiv und wohldefiniert:

wohldef: ist g1 H = goH, also g, = ¢g1h flir ein h € H,
= Hg,' =H(gh) ' =H-h"-g' = Hg

f) (Satz von Lagrange)

Ist G endlich, so ist [G : H| = 1]

[H]|

Beweis G ist disjunkte Vereinigung der [G : H] Linksnebenklassen bzgl H. Diese
haben alle |H| Elemente.

1.3 Quotientenbildung

Definition und Bemerkung 1.13
Sei f: M — M’ eine Abbildung von Mengen.

a) Die Relation ~; auf M, z ~; y & f(z) = f(y) ist eine Aquivalenzrelation.

b) Firz e Msiez ={y e M :y~sx}.
Bsist 2 = /' ({f(2)})
:M/Nf = {z:xe M}

c) Ist f: (M,-) — (M, %) ein Homomorphismus, so wird durch z-j = Ty eine Verkniipfung
auf M definiert.

Beweis Zu zeigen ist: - ist wohldefiniert.
Sei also 2’ € T,y € y, zu zeigen: o’ -y =T -y
Also f(a'-y) = f(x-y) <= 2"y =

Ty
Also 2’ €z, €y = f(2') = f(x), f(¥) = f(y)
Esist f(a'-y) = f(2') = f(y) = [(2) = [(y) = f(z-y).

Magma

d) Ist (M,-) { Halbgruppe }, so auch (M, ).

Monoid
Gruppe

Definition und Bemerkung 1.14
Sei f : G — G’ Gruppenhomomorphismus.

a) G = G/N ; ist die Menge der Linksnebenklassen bzgl Kern(f).

11



b) G =: G/Kern( f) heiBt Faktorgruppe von G bzgl. Kern(f).

Beweis Seien z,y € G, dann gilt:

T=y<+= f(x)=fly) < f(2) fly™") =€ < flz-y™') =€ < ay' € Kem(f)
< y=(vy ) lz € Kern(f) -7 < z7'y € Kern(f) <= y =z - (z7'y) € zKern(f)
< y - Kern(f) = = - Kern(f)

Definition und Bemerkung 1.15

Sei G Gruppe, N C G Normalteiler. Dann gibt es eine Gruppe G und einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus f : G — G mit N = Kern(f).

Folgerung: Nach 1.14 ist dann G = G/Kern( f) = G/ N- Man kann also nach jedem Normalteiler
eine Faktorgruppe bilden.

Beweis Sei G .= {x- N :2 € G}C P(Q))

Fir z,y € G setze (- N)(y-N)=(xz-y-N)

Behauptung: (G, -) ist Gruppe.

(i) Die Verkniipfung ist wohldefiniert. (Unabhéngig des Reprisentanten der Nebenklasse):
Seien x,2',y,y" € G mit tN = 2'N, yN = 3/N.

Dann gibt es n,m € N: 2’ = zn, vy = ym.

=— 2'y = xnym, da N Normalteiler gibt es es n’ € N mit ny = yn/, also

— 2y = zyn'm — 2y’ N = xyN

(ii) alle iibrigen Eigenschaften ,vererben sich schon von G auf G.

f:G — G, x — xN ist surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(f) = N.

Satz 1 (Homomorphiesatz)

Magma
a) Sei f: M — M’ Homomorphismus von { Halberuppe 1
Monoid

Gruppe
Mo=M /N ; heifit der Quotientenraum,

p: M — M,z +— T die Restklassenabbildung.

(i) p ist surjektiver Homomorphismus.
(ii) Es gibt genau einen (3!) Homomorphismus f: M — M’ mit f = fop
(iii) f ist injektiv. Ist f surjektiv = f bijektiv.

N

M

b) (Universelle Abbildungseigenschaft der Faktorgruppe)
Sei G Gruppe, N C G Normalteiler.
Dann gibt es zu jedem Gruppenhomomorphismus f: G — G’ mit N C Kern(f)

genau einen Gruppenhomomorphismus f : G/ N — G mit f = fop
Beweis a) i) 4/

12



ii) Setze f(z):= f(x). Dies ist die einzige Moglichkeit!
= f ist eindeutig (wenn es existiert)
f ist wohldefiniert: Ist y € 7, also y ~; z = f(y) = f(z) = f(y) = f(y) =
f(z) = f(2).
f ist Homomorphismus: f(z -y) = f(v-y) = f(x) - f(y) = f(2) - F(9)
iii) 4/ (aus nicht-injektiven wird eine Restklasse)
b) Setze f(zN) := f(z) Das ist eindeutig wie in a).

f wohldefiniert: Sei y € G mit y - N =z - N.
— y=ux-n fireinn € N C Kern(f) B
— f(y) = f(z-n) = f(z)- f(n) = f(x) = f ist Homomorphismus.

1.4 Zyklische Gruppen

Definition und Bemerkung 1.16
Sei G Gruppe, A C G Teilmenge.

a) (A) = ﬂ H heiit die von A erzeugte Untergruppe von G.
HCG Untergruppe
ACH

b) G heifit zyklisch, wenn es ein g € G gibt mit G = (g)

c) Firge Gist (9) ={g":n€Z}

€

)
)
d) Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder zu Z/nZ fiir genau ein n € N\ {0}
) Jede Untergruppe einer zyklischen Untergruppe ist zyklisch.

)

f) Fir g € G heifit ord(g) := |(g)| die Ordnung von g in G.
min{n € N\ {0} : ¢" = e} sonst

Es ist ord(g) = {oo g" # e¥n € N\ {0}

g) Ist G endlich, so ist fiir alle g € G: ord(g) ein Teiler der Gruppenordnung

Beweis  a) Zu zeigen: (A) = ﬂ H ist Untergruppe von G.
HCG Untergruppe
ACH

(i) e € HYH C G, da H Untergruppe = e € (A) = (A) # ().

(ii) Seien x,y € (A), H Untergruppe von G mit A C H.
= v,y H = ay ' e H= xy ! e (A

c) 2%V
,C“ Nach 1.9 ist {¢g" : n € Z} = Bild(¢,) Untergruppe von G (Eines der Untergruppen
im Schnitt = Schnitt kann nicht gréfer als eines der Elemente sein).

13



d) Sei G = (9), ¢, : Z — G,n — g" (siehe 1.9)
g ist surjektiver Gruppenhomomorphismus.

: ~ 7
Nach Satz 1 ist G = /Kern(gpg)~
Da jede Untergruppe von Z von der Form H = n - Z fir n € Ny = Behauptung.
e) Sei G = (g) zyklisch, H C G Untergruppe,
n:=min{k € N\ {0} : ¢* € H}

Dann ist (¢") € H

Wire k € H \ (g"), also k = ¢"™ mit m ¢ nZ

= d:=ggT(m,n) <n

Nach Euklid gibt es a,b € Z mita-m+b-n=d
= g'=(9")" (9") € H

Widerspruch zu n minimal mit ¢" € H

g) Folgt aus dem Satz von Lagrange (1.12 f)

Definition und Bemerkung 1.17

a) Die Abbildung ¢ : N\ {0} — N, n — ¢(n) mit
on)=NHkeN:1<k<n:ggl(k,n)=1}
heifit Fulersche p-Funktion.

b) Ist G zyklische Gruppe der Ordnung n, so gilt fiir jeden Teiler d von n:
{z € G :ord(z) = d}| = ¢(d)

c) Fiir jedes n € N\ {0} gilt: n = Z o(d)
dn

n

Beweis  b) Sei G = (g). Fiir x = ¢* € G ist ord(z) = ———.
) ) ) ggT(k,n)

Also ist ord(x) = d <= ggT'(k,n) = g

Es ist |{keN:1§k§n:ggT<k,n)=%}|
=N{{leN:1<1<d:ggT(l,d) =1}
denn: k +— —

d

o) n=|Gl=> {reG:od(z)=d}| = d)

dn dn

Beispiele

27mik

1) {e nneN\{0},0<k< n} ist zyklische Untergruppe von (C,-) der Ordnung n.

(die n-te Einheitswurzeln)

2) Sei V = {id, 1,017,092} mit
7 = Drehung um 180 Grad im R? : (' °))
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01 = Spiegelung an der x-Achse : ((1) ,01)
oy = Spiegelung an der y-Achse : (')

V' ist abelsche Gruppe, aber nicht zyklisch. V heifit Kleinsche Vierergruppe.

V =Ly @ Loy

Loz, & Ly, = Ly,

{17 U} D {177-7 7-2} = {17 a, a27 (137 a47 a5}

mit a — (o, 7)

1.5 Abelsche Gruppen

Definition und Bemerkung 1.18
Sei (A, +) eine abelsche Gruppe, X C A.

a) A heiit freie abelsche Gruppe mit Basis X, wenn jedes a € A eine eindeutige Dar-
stellung a = Z ng -« hat mit n, € Z und n, # 0 nur fiir endliche viele z € X.
zeX

Ist in dieser Situation | X| = n, so heifit n der Rang von A. A ist isomorph zu Z~ := @ Z
zeX

b) Universelle Abbildungseigenschaft der freien abelschen Gruppen.

Zu jeder abelschen Gruppe A und jeder Abbildung f : X — A gibt es genau einen
Homomorphismus ¢ : Z* — A mit p(z) = f(z)Vz € X.

Beweis  a) A — Z%, Y n,x +— (ng)zex ist Isomorphismus.

b) Setze @(Z NgyT) 1= Z n. f(x). (,bleibt nichts anderes iibrig*).

zeX zeX

Wichtigstes Beispiel X endliche Menge, X = {z1,...2,}.
Dann ist ZX = Z"

7" ist ,so was dhnliches wie ein Vektorraum: heifit freter Modul.
Insbesondere lassen sich die Gruppenhomomorphismen Z" — Z™ durch eine n-m-Matrix mit
Eintragen in Z beschreiben.

Satz 2 (Elementarteilersatz)

Sei H eine Untergruppe von Z" (n € N\ {0}).

Dann gibt es eine Basis {zy,...2,} von Z", ein r € Nmit 0 <r < n und ay,...a, € N\ {0}
mit a; | a;4q firi =1,...r — 1, so dass a1z, . .. a,z, eine Basis von H ist.

Insbesondere ist H ebenfalls eine freie abelsche Gruppe.
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Beweis 1. Schritt: Behauptung: H ist endlich erzeugt.

Induktion tiber n:

n = 1: v/ (Z! jede Untergruppe ist nZ fiir ein n).

n > 1: Sei ey,...e, Basis von Z", m : Z" — Z, > .. a;¢; — a. (,Projektion auf letzte
Komponente ).

1. Fall: 7(H) = {0} = H C Z"' = H endlich erzeugt.

2. Fall: 7(H) = [-Z fur ein | € N\ {0}. (Bild von einem Gruppenhomomorphismus ist Gruppe)
Seiy € H mit 7(y) =1

Behauptung: H = (y) @ (H N Kern(r))

Dann folgt die Behauptung von Schritt 1, da Kern(w) = Z"~!, dann ist HNKern(7) Untergruppe
von Z" !, also endlich erzeugt nach Induktionshypothese. => H endlich erzeugt.

Beweis der Behauptung;:
(y) N (H N Kern(m)) = {0} nach Definition von y. = Summe ist direkt.
Sei z € Hmit m(z) =k-lfirein k€ Z= z—k-ye HNKern(r) = Behauptung.

2. Schritt: Sei yy,...y, ein Erzeugendensystem von H. Nach Schritt 1 kann r» < n erreicht
werden.

Schreibe y; = > | a;je;. Dann ist A := (a;;) € Z"™" eine Darstellungsmatrix der Abbildung
H — 7" beztiglich der Basen {yi,...y,} von H und {ey,...e,} von Z".

Zeilen- und Spaltenumformungen entsprechen Basiswechseln in H bzw. Z".
Vorsicht: dabei diirfen nur ganzzahlige Basiswechselmatrizen benutzt werden, deren inverse
Matrix ebenfalls ganzzahlige Eintrage hat!

Ziel: Bringe A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf Diagonalgestalt:

aq 0
A=

0 a,

mit a; € Zund a; | ;1 Vi=1...r—1
3. Schritt: Das geht! Ganzzahliger Gauf3-Algorithmus:

i) Suche den betragsméBig kleinsten Matrixeintrag # 0 und bringe den nach a;;. Dazu
brauche ich hochstens eine Zeilen- und eine Spaltenvertauschung.

ii) Stelle fest ob alle a;; (i = 2...n) durch a; teilbar sind.

Falls nicht, teile a;; mit Rest durch aq::

aig =q-ap +rmit 0 <r <lap]

Dann ziehe von der i-ten Zeile das g-fache der ersten ab. Die neue i-te Zeile beginnt jetzt
mit a;; = r. Zuriick zu i).

a11
0
iii) Sind schliefllich alle a;; durch aq; teilbar, so wird die erste Spalte zu ) gemacht,
0
indem man von der i-ten Zeile das %—fache der ersten Zeile abzieht.
a11
iv) Genauso wird die 1. Zeile zu ( a; 0 -+ 0 )
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v) Gibt es jetzt noch einen Matrixeintrag a;; (i,7 > 2), der nicht durch ay; teilbar ist,
schreibe a;; = ¢+ a1 +r mit 0 < r < |ay;|. Ziehe von der i-ten Zeile das ¢-fache der ersten
ab.

Die neue i-te Zeile lautet dann ( —qaii Qi o Qo ot Oy ) (da a;; = 0,a: = 0 fir
1<k<r).

Addiert man nun zur j-ten Spalte die erste, so ist das neue Element a;; = a;; — qa; = r.

Zuriick zu (i)
ay 0 - 0

vi) Nach endlich vielen Schritten, erhalte Matrix , in der alle Eintréage
von A’ durch a;; teilbar sind.
Wende nun (i)-(vi) auf A an.

Erganzung

1) In der Situation von Satz 2 heien die a;, i = 1,...7, Elementarteiler von H.

2) Ist A= ( hy -+ h, ) € Z™*", so erzeugen die Spalten hq,...h, eine Untergruppe von
7". A ist die Darstellungsmatrix der Einbettung H — Z". Die Elementarteiler von H
heiflen auch Elementarteiler von A.

Satz 3 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)
Jede endlich erzeugbare abelsche Gruppe A ist isomorph zu einer direkten Summe von zykli-
schen Gruppen.
genauer: Es gibt r,m € Nund a4, ...a, € N;a; > 2Vi=1...mund q; | a;4; firi=1...m—1,
m
so dass gilt A= Z" @ @ Z/aiZ r,m und die a; sind durch A eindeutig bestimmt.
i=1
Beweis Sei x1, ...z, ein Erzeugendensystem von A. Nach 1.18 gibt es einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus ¢ : Z" — A mit ¢(x;) = x; (i =1...n). Nach dem Homomorphiesatz ist

n
dann A >~ Z /Kern(y)
Nach Satz 2 gibt es m € N, m < n, eine Basis 21, ...z, von Z" und Elementarteiler aq,...a,
mit a; | a;11,7=1...m — 1, so dass a2y, ... a2, Basis vom Kern(y) ist.

Dann ist A =~ Z /Kern(g@) ~ (B % Z)/(@;il 2 L) = (D2 i - Z)/aizZ-Z S GB 2.
1=m+1

o~ @ Z/aiZ D Fn—m
=1

Dabei sind r,m und die a; eindeutig bestimmt. r ist die maximale Anzahl linear unabhéangiger
Elemente in A.

g - T 7 ~ T Z —. 7
Sei alsoT.—G? /aiZ_G? /ij =T
= j=
Zu zeigen: m' =mund a; =b; Vi=1...mmit b; | bj4; fir j=1...m—1
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Behauptung: Fiir jedes = € T ist ord(z) Teiler von a,,:
Genauso: Fiir jedes y € T" ist ord(y) Teiler von by,.

T enthélt ein Element von Ordnung a,,, namlich (0,...0,1) € T
— T’ enthilt auch ein Element von Ordnung a,, = a,, | by

Umgekehrt: b, teilt a,, = a,,, = by

m—1
Sei T := T/(Z/amZ) = @Z/aiZa und da T" = Z/b @ /th
i=1

Induktion iiber m: Eindeutigkeit gilt fir T = Satz.

Beweis der Behauptung;:

Sei x = (x1,22,...%y) € T mit x; € Z/aiZ

= a4t = (A1, ... GpTy) = (0,...0) weil a; Teiler von a,, ist.
= ord(z) ist Teiler von a,.

Definition und Bemerkung 1.19

Verloren gegangen?

1.6 Freie Gruppen

Definition und Bemerkung 1.20
Sei F' eine Gruppe und X C F

a) F heifit freie Gruppe mit Basis X, wenn jedes y € F eine eindeutige Darstellung
y =7 ...25 hat, in der
e n >0 (n=0ist das ,leere Wort", es ist das neutrale Element in F').
e r;cXfiri=1...n
€ € {+1 —1}

57,+1 &
) Fay T fird =1, -1

b) Ist F frei mit Basis X, so gilt fiir jedes z € X: 27! ¢ X und ord(z) = oo.
¢) Z ist frei mit Basis {1} (oder {—1})
d) Ist F' frei mit Basis X und | X| > 2, so ist F nicht abelsch.

Beweis Seien x1, 19 € X, 11 # 19 =—> xlmgxflxgl # e JKommutator” = x5 # o1

Satz 4
a) Zu jeder Menge X gibt es eine freie Gruppe F/(X) mit Basis X.

b) Zu jeder Gruppe G und jeder Abbildung f : X — G gibt es genau einen Gruppenhomo-
morphismus ¢ : F(X) — G mit p(x) = f(z) fur alle z € X.

c) Jede Gruppe ist Faktorgruppe einer freien Gruppe.
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d) FIX)ZFY) <= |[X|=|Y] (= X &Y)
Beweis  a) Sei X* = X x {£1} und i : X* — X* die Abbildung i(z,e) = (x, —¢). i ist
bijektiv und 2 = id.
Schreibweise: (z,1) =: x und (z,—1) =1 27'. = i(z) =z ' und i(z7') ==
Ein Element y = (z;...7,) € F4X?*) (freie Worthalbgruppe) heifit reduziert, wenn
Ty #i(z,) firv=1...n—1
Sei F(X) die Menge der reduzierten Worter in F*(X¥)

Definition: Zwei Worter in F*(X®) heiflen dquivalent, wenn sie durch endliches Einfiigen
oder Streichen von Worter der Form (x,i(z)), * € X* auseinander hervorgehen.
Beispiel: 1 ~ xlxgac;l ~ xlxgxglxgxgl.

Behauptung: In jeder Aquivalenzklasse gibt es genau ein reduziertes Wort.

Dann definiere Produkt auf F'(X): )
(x1...2,)%(y1 - .. yn) sei das reduzierte Wort in der Aquivalenzklasse von (1 ... 2,91 .. . Yn)-

Dieses Produkt ist assoziativ: Fiir z,y,z € F(X) ist (z % y) % z das eindeutig bestimmte
reduzierte Wort in der Klassen von (21 ... 2,y ... Yn21 - . . 25). Das gleiche gilt fiir zx(y*z).

Neutrales Element: e = ().

Inverse Element zu (x7 ...x,) ist (i(z1) ...i(z,))

— F(X) ist Gruppe.

F(X) ist freie Gruppe mit Basis X nach Konstruktion.

Beweis der Behauptung: In jeder Klasse gibt es ein reduziertes Wort.

Eindeutigkeit: Seien z,y reduziert und aquivalent. Dann gibt es ein Wort w, aus dem
sowohl x als auch y durch Streichen hervorgeht.

Zu zeigen also: Jede Reihenfolge von Streichen in w fithrt zum selben reduzierten Wort.
Induktion iiber die Lénge I(w)

LA [(w) =04/, l(w) = 14/.

I.S.: Sei [(w) > 2:

o Ist w reduziert, so ....
e Enthilt w genau ein Paar (z,,i(x,)), so muss das als erstes gestrichen werden.
Es entsteht w' mit l(w') = {(w) — 2 LY Behauptung.
e Enthélt w Paare (z,,i(x,)) und (x,,i(z,)), so gibt es 2 Félle:
(,,i(x,), x,) dann fithren beide Streichungen zum selben Wort. Ohne Einschrén-
kung sei p > v
Fall p=v+1: (z,,i(z,),z,)
dann fithren beide Streichungen zum selben Wort.
Fall p > v+2: Streiche beide Paare, erhalte w’ mit I(w”) = I(w)—4 = Behauptung.

b) @(z1...2n) = f(z1) - f(22) - flzn)
mit f(x) = f(wi) TieX
' flzH™ 2 e X™i={(z,-1) € X*}

(Existenz und Eindeutigkeit gezeigt)

19



c) Sei S C G ein Erzeugendensystem. (d.h. die einzige Untergruppe H von G mit S C H ist
G selbst)

Sei F'(S) die freie Gruppe mit Basis S, f : S — G die Identitdt und ¢ : FI(S) — G der
Homomorphismus aus b).

@ ist surjektiv, weil ¢(F(S)) Untergruppe ist, die S enthélt.
Also ist nach Homomorphiesatz G = I* (5 )/Kem(sp)

d) ,<“ Sei f: X — Y bijektive Abbildung.
Dazu gibt es Gruppenhomomorphismen ¢y : F'(X) — F(Y) und @1 : F(X) — F(Y).
Wegen b):
(gpf 0] gof—l)’y = Zdy und ((,0f—1 o (Pf)|X = ZdX und ’ldF(y)|y = Zdy
Eindeutigkeit in b .
o w1 = idp(y)
genauso: Q-1 0 @5 = idp(x)

(Erklérung: Es gibt hier 2 Abbildungen F' — F" (¢y o ¢s-1) und idp(y). Diese werden
beide durch f induziert, sind also gleich)

»="“ Sei | X| # |Y]
Die Anzahl der Gruppenhomomorphismen von F(X) in Z/QZ ist gleich der Anzahl der
Abbildungen von X nach Z/QZ (wegen b).

Diese ist |(Z/22)X| = 21XI £ oIVl

1.7 Kategorien und Funktoren

Definition 1.21

Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse ObC von Objekten und fiir je zwei A, B € ObC
aus einer Menge Mor¢ (A, B) von Morphismen von A nach B, fiir die folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(i) Fiir jedes A € ObC ein Element id4 € Mor¢(A, A)

(ii) Fir je 3 Objekte A, B, C' gibt es eine Abbildung:
o: Mor(B,C) x Mor(A,B) — Mor(4,C)

(9 , h) = gof
goidys=g fir alle g € Mor(A, B)
mit idgog=yg fir alle g € Mor(A, B)

(hog)of=ho(gof) fir alle frg,h...

Beispiele
1. Mengen mit Abbildungen

2. Mengen mit bijektiven Abbildungen (gibt viele leere Mor(A, B))

3. K-Vektorraum mit K-linearen Abbildungen
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4. Halbgruppen mit Homomorphismen

5. Monoide mit Homomorphismen

6. Magma mit Homomorphismen

7. Gruppen mit Homomorphismen

8. abelsche Gruppen mit Homomorphismen

9. topologische Raume mit stetigen Abbildungen

Definition 1.22
Seien A und B Kategorien.

a) Ein (kovarianter) Funktor F:A— B
besteht aus einer Abbildung
F : Ob(A) — Ob(B)

sowie fiir je 2 Objekte X,Y € Ob(A) aus einer Abbildung
F : Mory(X,Y) — Morg(F(X), F(Y))
so dass gilt:

(i) F(idx) = idp(x) fir alle X € Ob(A)
(ii) F(go f)=F(g)o F(f) fur alle f € Mora(X,Y), g € Mora(Y, Z)

b) Ein kontravarianter Funktor F': A — B

F : Mors(X,Y) — Morg(F(Y), F(X))

und
F(go f)=F(f)o F(g)
Verdeutlichung;:
x L v £ 7z
Fx) 2 gy £ peg
Beispiele

Gruppen — Mengen
2. P : Menge — Menge, X — P(X) (Potenzmenge).

P(X) — P(Y)
u — fu)

1. genannt: ,Vergiss-Funktor“

Fiir f: X — Y sei P(f):
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3. Sei C Kategorie, X ein Objekt in C

Definiere Funktoren C — Mengen durch

Hom(X,:): Y +— More(X,Y)  kovariant
Hom(-, X): Y +— More(Y,X) kontravariant

Fir f:Y — Z ist Hom(X, -)(f

) : Mor(X,Y) — Mor(X, Z) gegeben durch g — fog
und Hom(-, X)(f) : Mor(Z, X) — M

or(Y,X), g—go f.

4. Sei X Menge.

Fx : Gruppen — Menge
G — Abb(X, G) = MorMengen(Xy G)

Fiir jedes f : X — G gibt es ¢ : F(X) — G (Satz 4)
also Bijektion ag : Fix(G) — Homgruppen (F(X), G)

(,Vertragen sich mit den jeweiligen Gruppenhomomorphismen “.)

¢ : G — G’ Homomorphismus.

1.8 Gruppenaktionen und die Satze von Sylow

Definition und Bemerkung 1.23
Sei GG eine Gruppe, X eine Menge.

a) Eine Aktion (Wirkung) von G auf X ist ein Gruppenhomomorphismus p : G — Perm(X).
G operiert auf X.

b) Die Aktionen von G auf X entsprechen bijektiv den Abbildungen
G xX =X, (g,x)—g-x

(i) e-r=2x Ve e X

fir die gilt: .
WECE (i) (gig2)a = gi(g22) Vor.92 € Gr € X

Beweis g-x = p(g)(x) gibt die gewlinschte Bijektion.

Beispiele
1) GxG— G, (91,92) — g1 - g2 (,,Linksmultiplikation “)
2) GxG— Ga (97 h’) = g- h - gil <7>K0njUgation“) [p(g) = CQ]

3) S, operiert auf X" (X eine Menge) durch Vertauschen der Komponenten.
U(l‘l, .. $n) = (1’0(1), ce :L‘U(n))

c¢) Eine Aktion p : G — Perm(X) heiBit effektiv (oder treu), wenn Kern(p) = {e}.
Allgemein heifit Kern(p) Ineffektivitdtskern der Aktion.
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Beispiele

1) ist effektiv.
2) Der Ineffektivitdtskern ist das Zentrum Z(G)
3) auch effektiv, wenn |X| > 2

d) Fir z € X heift G-z = {gx : g € G} die Bahn von z unter G.
e) X ist disjunkte Vereinigung von G-Bahnen.

Beweis Ist ye G-z,s0ist G-y =G - x,
donn glzgx . h~x71:h-g-x eG-z YheG
= hg~y = hx

f) Fir z € X heifft G, = {9 € G : g-x = z} die Fixgruppe von x unter G (oder
Stabilisator oder Isotropiegruppe )

g) Firxz € X und g € G ist
Gg:r:g'G:Jc'gil

Beweis Fiir h € G gilt:
h€Gy < h-(g-2)=g v+ g 'hgr =2 < g 'hh € G,

Proposition 1.24 (Bahnbilanz)

Sei X endliche Menge, G Gruppe, die auf X operiert.
Sei z1,...x, ein Vertretersystem der G-Bahnen in X. (d.h. aus jeder G-Bahn genau ein Ele-
ment. )

Dann gilt:

T

X[ =) [G:G,)]

i=1
Beweis Nach 1.23 e) ist | X| = Z |G - x4

Zu zeigen also: |G - x;| =[G : Gxi]

Behauptung: «; : {Nebenklassen bzgl. G,.} — G.,, - G., — g z;
ist bijektive Abbildung, denn «; ist wohldefiniert:

Isth=g-g1€¢g-Gy,,s0ist h-x; = (g-g1)r; = g - x; offensichtlich injektiv und surjektiv.

Satz 5 (Satze von Sylow)

Sei G eine endliche Gruppe, |G| = n, p eine Primzahl.
Sei n = p* - m mit k > 0 und ggT(m,p) =1
Dann gilt:

a) G enthilt eine Untergruppe S der Ordnung p*.
Jede solche Untergruppe heif3t p-Sylowgruppe von G.
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b) je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert.

)

Die Anzahl s, der p-Sylowgruppen in G erfiillt: s, | m und s, =1 mod p

Beweis  a) k= 0y/

Sei also k£ > 1:
a) Sei M ={M CG:|M|=p"} cPG)

k
: n p¥-m

Esist |M| = =
M| <p’“) ( P )

Behauptung 1: p t | M|
G operiert auf M durch Linksmultiplikation g - M ={g-z:2 € M} €¢ M
—> | M| ist Summe von Bahnléngen.
Wegen Behauptung 1 gibt es eine Bahn G - My mit pt |G - M|
G|
|G o |

1.24

== |G- Mo| =[G - Gagy] =

= pF teilt |Gl

Andererseits ist |Gy, | < pF = |My|, denn fiir & € M, ist g — g - = injektive Abbildung
Gno — MO

= |G| = pF, d.h. Gyy, ist p-Sylowgruppe.
Beweis von Behauptung 1:

klpkm—z
( ) Hp—%’

=0

schreibe jedes i in der Form p“i - m; und p{m; (0 < v; < k)
k . _ . N7 .

_ pmoi_mp m;
pF—i v —m,

—> weder Zahler noch Nenner ist durch p teilbar.
—> Behauptung

Sei S C G p-Sylowgruppe
S:={SCG:85 =gSg ! fiirein g € G}
Behauptung 2: p 1 |S]

Beweis 2:

G operiert auch auf S durch Konjugation. Diese Aktion ist transitiv, d.h. es gibt nur eine
Bahn.

Die Fixgruppe von S’ unter dieser Aktion ist

Ny ={ge€G:9S¢g ' =5}

Ng: heifit der Normalisator von S’ in G. (S ist Normalteiler in Ngs und maximal mit
dieser Eigenschaft.)
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Gl _phm
[Ns| [Ns|
S ist Untergruppe von Ng = p* | |[Ng| = || ist Teiler von m.

— |S] =[G : Ns] =

Sei S eine p-Sylowgruppe in G.
Zu zeigen: S € S
S operiert auf S (da S C G)

Sei S1,....S, ein Vertretersystem der Bahnen.
T T

k

5.5 D
— 8] =) [9:8s] = A
i=1 i=1 Si|

Aus Behauptung 2 folgt: es gibt ein ¢ mit |Sg | = p¥ = S = S,.

Dann ist S C Ng,

Behauptung 3: Dann ist SCS; (also S = S;, da beide p* Elemente haben.)
Beweis 3: S; ist Normalteiler in Ng,, S ist Untergruppe in Ng,.

— S-S ist Untergruppe von Ng, (ii4 A 1)

Wire S ¢ S;, dann wére S-8; 28 also |S-8;|=p* dmitd>1 (und ptd)

14A1

:SS/SES/SOS
SIS P
SNS|  5ns

— (pF-d=)|S 5 = = p! fiir ein I. Widerspruch.

c) 5p:|5|:>5p|m
T

und [S] =) "[S: Sg)]
i=1
da [§ : gg] =] e S = §S IR QS S;, also genau einmal.

Alle anderen Summanden sind durch p teilbar.

Folgerung 1.25

Ist G eine endliche Gruppe und p Primzahl, die |G| teilt, so enthélt G ein Element von Ordnung
p.

Beweis Sei |G| = p* - m mit ptm, k> 1.

S C G eine p-Sylowgruppe und x € S, x # ¢

Lagrangg ord(z) ist Teiler von |S| =

= ord(X) = p? fiir ein d mit 1 < d < k.

— 2" hat Ordnung p.

Beispiel G = A; hat 60 Elemente, z.B. ( 1 23 45 ) hat Ordnung 5.

konjugiert dazu ( 1 32 45 ) ), 6 Gruppen mit 5 Elementen.
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1.9 Kompositionsreihen

Voriiberlegungen G Gruppe, N < G Normalteiler, G/ N die Faktorgruppe.
Frage: Lasst sich G aus N und G/ N rekonstruieren?
Schreibweise: 1 = N — G — G/ N — 1 ist exakt

Definition 1.26
Sei

Qi—1 ;
--_)Gi—l Z—>GZ—Z—>GH_1—>

eine Sequenz von Gruppen und Gruppenhomomorphismen.
Sie heifit exakt an der Stelle i, wenn der Kern(o;) = Bild(a;—1) ist.

Beispiele
0 — Zhy — L7, — Zhy — 0

0 — Bhy — Lhp®Lhy — Yhz — 0
sind exakt.

Die Aufgabe, Gruppen zu klassifizieren, zerlegt sich damit in 2 Teilaufgaben:

1) Gegeben N und G/ N, welche Moglichkeiten gibt es fiir G7

2) Welche ,unzerlegbaren“ Gruppen gibt es?

Definition 1.27
Sei G eine Gruppe

a) G heiit einfach, wenn G nur die trivialen Normalteiler G und {e} besitzt.

b) Eine Reihe der Form G = Gy> Gy >G> ---> G, = {e} (fir ein n € N)
heifit Normalreihe, wenn G, Normalteiler in G; ist (firi =0...n—1) und G;11 # G;.

¢) Eine Normalreihe heifit Kompositionsreihe, wenn sie sich nicht verfeinern lésst, d.h.
wenn Gi/GiJrl einfach ist fiir i =0...n — 1.

Bemerkung 1.28

a) Z/mz ist einfach <= m ist Primzahl.
b) Z besitzt keine Kompositionsreihe.
c) Eine abelsche Gruppe G ist einfach <= G = Z/pZ fiir eine Primzahl p.

d) Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe
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e) G endlich mit einer Normalreihe wie in Def 1.27, so gilt

n—1

=11

=0

G;
Gi

Proposition 1.29

Fiir n # 4 ist A,, einfach.
|Ay4] = 12. A4 enthilt 8 Dreizyklen und 3 Doppelzweier.

Ay ist auch die Symmetriegruppe des Tetraeders!

Beweis Behauptung 1: Jedes o € A, ist als Produkt von 3-Zyklen darstellbar.
(12)23) = (123)

(12)34) = (123)(234)

Behauptung 2: Je zwei 3-Zyklen in A, sind konjugiert in A,

denn: Zu zeigen: (i j k) ist zu (1 2 3) konjugiert. 1. Fall: (i j k) = (1 3 2)Seip= (2 3)=p!
= p1(132)p=(123)

aber p ¢ A,

Rettung: p= (2 3)(4 5) = p (1 3 2)p=(1 2 3)

Behauptung 3: Enthélt N einen ,Doppelzweier, so ist N = A,, (N Normalteiler in A,,)
denn: Sei o0 = (1 2)(3 4) € N,7 = (1 2)(3 )

Dann ist o(ro77') = (1)(2)(3 4 5) € N

Behauptung 4: N enthalt einen 3-Zyklus oder einen Doppelzweier.

denn

Beweis 4: Geniigt zu zeigen: N enthélt ein o # id mit o(i) # i fiir hochstens 4 verschiedene
ie{l,...n}.

Fiir jedes 0 € A, sei k, :=|{i € {1,...n}:0(i) #i}|

Sei 0 € N\ {id} mit minimal k,.

Annahme: k, > 5:

1. Fall: o enthalt einen Zyklus der Lange > 3.

Ohne Einschrankung sei (1) =2, 0(2) =3, o(4) # 4, 0(5) # 5.

Sei a:=071(3 4 5)0(3 5 4)

Fir alle ¢ mit (i) =i ist a(i) =i = ko <k,

Auflerdem ist a(1) =1 = k, < k,. Widerspruch!

2. Fall: o ist Produkt von disjunkten Transpositionen (mindestens 4).
Ohne Einschrankung sei o = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)c

mit 0 € A, o(i) =i firi=1,...8.

a=0"1345)0(3 5 4) erfiillt a(i) =1 falls o(i) =4, und (1) = 1
= k, < k, = Widerspruch.

Satz 6 (Satz von Jordan-Holder)
Sei GG eine Gruppe,

G = GQDGleQD“'DGm:{l}
H0DH1|>H21>"'DHZI{1}
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Kompositionsreihe fiir G.

Dann ist m = [ und es gibt eine Permutation o € S,, mit

Gz‘ ~ Ho‘i
/G = O H
miti=0,...m—1

Beweis Induktion uber m:

m =1 Dann ist G einfach, also auch [ = 1.

m>1 Sei G = G/le 7 : G — G die Restklassenabbildung. = H; = 7(H;) ist Normalteiler
in H;_; (sei w(h;) =h; € Hy, 7(g9) =9 € Hi_y = gh;g ' = w(ghig™") € H;)
Nach Voraussetzung ist G einfach = 35 € {0,...] — 1} mit

HO::FJ:G7H]+1:E:{1}

Sei Cz = H, N G1
Behauptung 1: G; = Cy>Cy - ->Ci>Clpa>--->Cy = {1} ist Kompositionsreihe fiir Gj.

Dann: Gy > Gy > -+ - > Gy, = {1} ist auch Kompositionsreihe.

Ld Vo —1=1—1 und es gibt o : {1,...m} —{0,...5,7 +2,...1} bijektiv mit

Ci_ e ~ G- 1/G fiir i # j + 1 und CJ/C+2NG )/GU(J)+1
Behauptung 2:

a) Cj = Cjn
Cirtfo = Hiafpp fir i £ j + 1
) Bijy, = Ca, =G
Behauptung 1 folgt aus Behauptung 2:
C; ist Normalteiler in C;_1: 2 € C; = H; NGy, y € H;_ NG, = yay~ ' € H; NG, fiir
i=1,...1.
Cj42 ist Normalteiler in C; wegen 2a).

Cifl/ci ist wegen 2b) einfach und # {1} (i # j + 1)

Beweis (Beweis von Behauptung 2) a) Hjy = {1} dh. Hjy; C G, = C;p1 = Hjy
C; = H; NGy ist Normalteiler in H; (weil G; Normalteiler in H;)
Da H; # {1}, ist C; # H;
— H; 1 <C; 4 Jin

H/H einfach

b) Fiiri > j+ 1 ist Hi = {1}, also H; C G4, und damit C; = H;
Fir i < jist H; = G = G)/q,
— HlHl = GlHl =G
Cz‘—l/Ci = Ci_l/Hz' ne,_, = i—1/Hi
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Zu zeigen also: C;_1H; = H; 4

denn: ,C*“ ./

.2 Da G H; = G ist, gibt es zu x € H;_1 ein h € H; und ein g € G; mit x = gh
— g:{I)'hfl EHi_lﬂGl :Ci—l

c) Hjy1 < Gy (<:ist Untergruppe)
: . a) ) -~ ) A
— H]/Hj+1 = HZ/C]'+1 — H]/OJ = j/H] N Gl — H]Gl/Gl — G/Gl

Definition und Bemerkung 1.30

a) Eine Gruppe G heifit aufiosbar, wenn sie eine Normalreihe mit abelschen Faktorgruppen
besitzt.

b) Eine endliche Gruppe ist genau dann auflosbar, wenn die Faktoren in ihrer Kompositi-
onsreihe zyklisch von Primzahlordnung ist.

c) Seil - G' — G — G" — 1 kurze exakte Sequenz von Gruppen.

Dann gilt: G ist auflésbar <= G’ und G” auflésbar sind.
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Kapitel 2

Ringe

2.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition und Bemerkung 2.1

2)

Ein Ring ist eine Menge R mit Verkniipfungen + und -, so dass gilt:

(i) (R,+) ist kommutative Gruppe.
(ii) (R,-) ist Halbgrupppe.
(iii) die Distributivgesetze gelten:

r-(y+z2) = zy+az

(x+y) 2 = wztye fir alle z,y,2 € R

R heift Ring mit Eins , wenn (R, ) Monoid ist.
R heifit kommutativer Ring, wenn (R, -) kommutativ ist.

R heifit Schiefkérper, wenn R* = R\ {0}, d.h. wenn jedes z € R\ {0} invertierbar ist
bzgl -.

Ein kommutativer Schiefkorper heifit Korper.

Beispiele [ Ring ohne Eins: (Z, +, ') mit " nur auf Z/7Z ]
H:={a+bi+cj+dk:a,bcdeR}
mit komponentenweiser Addition und folgender Multiplikation : 2 = —1 = j? = k2,
ij =k = —ji.
(2.B ist dann ik = iij = —j, kj = ijj = —i, etc.)
Es gilt: H ist Schiefkérper (Hamilton-Quaterionen):

(a+bi+cj+dk) - (a—bi—cj— dk)

= a® — abi — acj — adk + bia + b* — bicj — bidk

+ cja — cjbi + & — cjdk + dka — dkbi — bkcj + d?
=a’+b0++d
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1 _ a - b i — c s d k
a+bi+cj+dh T a2 4b24c+d? a?+b24c2+d? 21t t2) T vt

falls nicht a=b=c=d = 0.

f) In jedem Ring gilt:

x-0 = 0 = 0-z
z(—y) —(x-y) = (—z)y firallez,ye R
(—2)-(-y) = =y

—(2-0) auf beiden Seiten

Beweis o x-0=z-(04+0)=2z-04+2-0 0=2z-0
genauso fiir 0 - x

er-(—ytz-y=z-(-y+y)=z-0=0.
o (—u)(=y)=—((-2)-y)=—(=(z-y) =2y
g) Ist R ein Ring mit Eins und R # {0}, so ist 0 # 1 in R.

Beweis Ware 0 = 1, so gilt fur jedesx € Rz =x-1=x-0=0, also doch R = {0}.

Definition 2.2
Sei (R, +,-) Ring.
a) R’ C R heiit Unterring, wenn (R',+,-) Ring ist. Umgekehrt heiit R dann Erweite-
rungsring von R'.

b) I C R heifit (Zweiseitiges-)Ideal, wenn (I,+) Untergruppe von (R,+) ist und -z € [
und x-r €[ firallex € I, r € R.

c) x € R heifit Links- (bzw. Rechts-) Nullteiler, wenn es y € R\ {0} gibt mit z -y = 0
(bzw. y - =0).

d) R heifit nullteilerfrei, wenn 0 der einzige Nullteiler in R ist.
(d.h. wenn aus z -y = 0 folgt z = 0 oder y = 0.)

e) R heifit Integritdtsbereich (integral [domain]), wenn er nullteilerfrei, kommutativ ist
und eine Eins besitzt.

Definition und Bemerkung 2.3

a) Eine Abbildung ¢ : R — R’ (R, R’ Ringe) heifit Ringhomomorphismus,
wenn ¢ : (R,+) — (R, +) Gruppenhomomorphismus,
und ¢ : (R, ) — (R/,-) Halbgruppenhomomorphismus ist.

b) Sind R, R’ Ringe mit Eins, so heifit der Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ ein Homo-
morphismus von Ringen mit Eins , wenn

e(1r) = 1p
c¢) Die Ringe bilden mit Ringhomomorphismen eine Kategorie.
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d) Die Ringe mit Eins bilden mit Homomorphismen von Ringen mit Eins ebenfalls eine
Kategorie (eine echte Unterkategorie der Ringe).

e) (R,+,-) — (R,+) ist kovarianter Funktor Ringe — AbGruppen

oder

(R,+,-) — (R*,) ist kovarianter Funktor Ringe mit Eins — Gruppen.

Bemerkung 2.4
Sei ¢ : R — R’ Ringhomomorphismus. Dann gilt:

a) Bild(p) ist Unterring von R'.

b) Kern(yp) ist Ideal in R. (Kern(p) = ¢ 1(0)).
Beweis Seix € Kern(p),r € R= p(r-z) = ¢(r)p(z) = ¢(r)-0 = 0= r-z € Kern(yp).
¢) Ist R Schiefkérper und ¢ Homomorphismus von Ringen mit Eins, dann ist ¢ injektiv
(oder R = {0}).

Beweis Sei z € R\ {0} = ¢(z) - ¢(z7) = p(1g) = 1 # 0 (wenn R’ # {0}).
= ¢(x) # 0 = Kern(p) = {0} = ¢ injektiv.

Definition und Bemerkung 2.5
Sei R Ring mit Eins.

) on: T B o n-l=1+4---41 n>0
o ’ —((=n)-1) n <0

ist Homomorphismus von Ringen mit Eins.
b) Ist Kern(pgr) =n-Z (n > 0), so heiit n die Charakteristik von R. n = char(R).
c) Ist R nullteilerfrei, so ist char(R) = 0 oder char(R) = p fiir eine Primzahl p.

d) Bild(¢r) = %/nz,

Ist K (Schief-)Korper der Charakteristik p > 0, so ist Bild(px) = /pZ =:IF, der kleinste
Teilkorper von K.

Er heit Primkorper.
Ist char(K) = 0, so ist der kleinste Teilkérper K isomorph zu Q.
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Beispiel R Ring R"*"™ = Ring der (n x n) Matrizen mit Eintrdgen in R.

Fur n > 2 ist R™*™ nicht kommutativ und nicht nullteilerfrei.
1g 0

Die Eins in R™*"™ ist die Einheitsmatrix , vorausgesetzt R hat eine Eins.
0 1g

Die Einheiten in R™*" sind die invertierbaren Matrizen:
(R™™)" = GL,(R) = {A€ R :det A€ R*}

Zur Definition von det A muss R kommutativ sein.

SL,(R) :={A€ GL,(R) : det A = 1} ist Untergruppe von GL, (R) und Normalteiler:
det(BAB™!) = det(B) det(A) det(B)™! = det(A)

GL”(R)/SLR(R) ~ R* (Isomorphismus: A - R,(R) +— det(A))

Definition und Bemerkung 2.6
a) Sei R ein Ring, a € R. Dann ist (a) :=a- R ={a-r:r € R} ein Rechtsideal in R.
Es ist a € (a), falls R eine Eins hat.
b) Ein (Rechts-)Ideal I in R heifit Hauptideal, wenn es ein a € R gibt mit I = (a).

¢) Ein kommutativer Ring mit Eins heift Hauptidealring, wenn jedes Ideal in R ein Haupt-
ideal ist.

Beispiel Sei I C Z Ideal, a € I mit |a| < |b|Vb € I\ {0}.
Behauptung: I = (a)
Denn: , 2%/
und ,C“seib e [, teilebdurch a: b=qga+rmitr < |a] = r=b—q-a €l = r=0.
d) Sei R kommutativer Ring mit Eins, R # {0}.
Dann gilt:
R ist Korper < (0) und R sind die einzigen Ideale in R

Beweis ,=*“Sei I C R1Ideal,a € I\ {0}. = esgibta e R= aa el = =R
(reR= x-1=12x)

~=“Seia C R\ {0} = (a)=R=— b€ Rmita-b=1

Definition und Bemerkung 2.7

Sei R Ring, Iy, I, Ideale in R.
Dann gilt:

a) I; N I ist Ideal.
L+L={a+b:a€lbe L} ist Ideal

<00
]1 . ]2 = {Za, . bz ta; € Ilybi c _[2} ist Ideal.

i=1
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b) Il : IQ Q Il N [2 (aber LA, 7é')
¢) Ein beliebiger Durchschnitt von Idealen ist Ideal.

c) Sei R kommutativ mit Eins, X C R

(X) = ﬂ I—{Z rimi:rieR,xieX}

ICR Ideal endlich
XCI

heifit das von X erzeugte Ideal.

e) 11+]2:(]1U[2)
[1-[2:({(1-1):@6[1,176[2})

2.2 Polynomringe

Definition und Bemerkung 2.8
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, R # {0}

a) Ein Polynom iiber R ist eine Folge

f = (agp,aq,...) mit a; € R und a; = 0 fiir fast alle ¢

symbolische Schreibweise: f = Z a; X" (n so groB, dass a; = 0 fiir i > n)

n=0

b) R[X]|={f = (ao,a1,...): f Polynom iiber R } ist kommutativer Ring mit Eins mit den
Verkniipfungen
(ao,al, o ) + (b0>bla c. ) = (CZO + bo,al + as, .. )

(ao,al, .. ) : (bo,bl, .. ) = (CQ,Cl, .. ) mit C; = Zakbi_k

k=0

¢) R— R[X], a~ (a,0,...) ist injektiver Ringhomomorphismus.

d) Fiirn < 2heifit R[X,..., X,] = (R[Xq,...,X,1]) [X,] Polynomring in n Variablen
iiber R.

Proposition 2.9
Sei R kommutativer Ring mit Eins.
a) Zu jedem x € R gibt es genau einen Ringhomomorphismus
0. R[X] — R mit ¢,|g = idg und ¢,(X) = x.
Es ist p.(ag,a1,...) = Zaxxi

>0

Beweis Ist b) fir R = R und a = idg
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b) Zu jedem Homomorphismus von Ringen mit Eins: @ : R — R’ und jedem y € R’ gibt es
genau einen Ringhomomorphismus ¢, : R[X] — R’ mit ¢,|p = a und ¢, (X) = y.

Beweis py(ag, a1, . ..) = Z alay)y’
i>0
ist die einzig mogliche Definition eines Ringhomomorphismus, weil
(ag, a1,...) =Y i ya; X"
und da py(ag, ar,...) = @,(O 1 @i X") = >0 o @y(a;)p,(X)" sein muss.

Folgerung 2.10

Die Zuordnung R — R[X] ist ein kovarianter Funktor Ringe mit Eins — Ringe mit Eins.

Beweis Ist o : R — R’ Ringhomomorphismus, so sei a : R[X] — R'[X] der Homomorphismus,

der durch a: R — R <29, R [X] und X +— X bestimmt ist.

Definition und Bemerkung 2.11
a) Fur f = (ag,a1,...) € R[X]. f # 0 sei Grad(f) := max{i : a; # 0} = deg(f)
b) Fiir f, g ist Grad(f + g) < max(Grad(f), Grad(g))

c) Fir f,g ist Grad(f - g) < Grad(f) + Grad(g) und = falls R nullteilerfrei.

Folgerung 2.12
Ist R Integritatsbreich, so ist R[X] auch Integritétsbereich und R[X]* = R*.

Definition und Bemerkung 2.13
Sei R kommutativer Ring mit Eins, (H, ) Halbgruppe.

a) R[H| := {(ax)ken,ar # 0 nur fiir endlich viele h € H} ist mit den Verkniipfungen

(ax) + (bk) = (ax + by) und (ax) - (by) = (&) mit cx = Y ap,bs, ein Ring.
hi-ha=h

R[H| heiit Halbgruppenring zu H iiber R.
Schreibe auch Z ayp - h fiir (ag).

heH

b) R[(N,+)] = R[X]
RI(N", )] = R[X,, ..., X,]

kommutativ kommutativ
¢) RIH] { hat Eins } = H { hat Eins }

d) (H,:) — (R[H],), h — 1g - h ist injektiver Halbgrupppenhomomorphismus.

e) Ist (H,-) Monoid, so ist R — R[H], r + r - 1y injektiver Ringhomomorphismus.
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Satz 7 (Universelle Eigenschaft des Monoidrings)
Sei R kommutativer Ring mit Eins, (H,-) Monoid. Dann gibt es zu jedem ¢ : R — R’ Homo-

morphismus von Ringen mit Eins und jeden Monoidhomomorphismus ¢ : H — (R’,-) genau
einen Ringhomomorphismus ® : R[H| — R’ mit ®|g = ¢ und |y = 0.
Dabei werden R und H wie in 2.13 d) bzw. e) in R[H| eingebettet.
Beweis Es muss gelten: @(Z ap - h) = Z (ap) - o(h)
heH heH
Das zeigt die Eindeutigkeit, taugt aber auch als Definition von ®, was die Existenz zeigt.

Definition und Bemerkung 2.14

a) R[X] :={(a;)ien : a; € R}
ist mit 4+ und - wie bei Polynomring ein kommutativer Ring mit Fins.
R[X] heiit Ring der (formalen) Potenzreihen iiber R.
Schreibweise: f = i a;x" fiir f = (a;)ien-

i=0

b) Sei 0 # f =3, ax' € R[X].
Dann heifit o( f) := min{i € N : a; # 0} der Untergrad von f.
Es gilt fiir alle f,g € R[X] \ {0}:
o(f +g) < min(o(f) + o(g)) und o(f - g) < o(f) + o(g)

c) Ist R Integritatsbreich, so ist o(f - g) = o(f) + o(g) Vf,g € R[X] \ {0}.

und es gilt: R[X]* = {f = Zaixi € Rlx] : ap € RX}
i=0

=0

d) Ist R = K Korper, so ist m := K[X] \ K[X]* = {Za:c Cag = 0} Ideal in K[X].

Beweis a), b), d) v/
c) ,C“Sei f=> ax’ € R[X]*, dann gibt es g = >_ b;z* € R[X]* mit
1:f'g:a0b0+(a1b0+a0b1)$+'--.
— a0b0:1:> CL()ERX.
,2“ Definiere g = > bz’ rekursiv durch
bo=agt, bi:=ay"- Zakbi_k(—l)k? fir ¢« > 1.
k=0
Dann ist f-g = 1. Bsp ist b = —ag (a1 - bo).
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2.3 Quotienten

Sei R kommutativer Ring mit Eins.
Definition und Bemerkung 2.15
a) Sei I Ideal in R.

Durch die Verkniipfung 7 - 7 = 7 -y wird die Faktorgruppe (R, +)/< I,+) zu einem kom-
mutativen Ring mit Eins.

R/ T heiit Faktorring oder Quotientenring von R in I.

b) Die Restklassenabbildung 7 : R — R/ I, ¢ — 7 ist surjektiver Ringhomomorphismus
mit Kern(7) = I.

¢) (Universelle Abbildungseigenschaft des Faktorings)

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es zu jedem Ideal I C R mit
I C Kern(yp) einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

@:R/[—>R'mitg0=@07r

so dass

R R

N

R

kommutiert.
d) (Homomorphiesatz fiir Ringe)
Ist ¢ : R — R’ surjektiver Ringhomomorphismus, dann ist R’ = R/Kem(sp)

Beweis  a) Wohldefiniertheit des Produkts: Seien 2/, € R mit 2/ = 7, 4/ = . Dann gibt es
a,belmit '’ =x+a,y =y+b.

N~~~
el el el

— 2y =(x+a) - (y+b) =2y+ ay +_xb +_ab
— 2y =77
Restlichen Eigenschaften vererben sich dann von R.

b) 7 ist surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(7) = I nach Satz 1a).
m(zy) = m(z) - m(y) nach Definition der Verkniipfung.

c) Nach Satz 1b) gibt es eindeutigen bestimmten Gruppenhomomorphismus @ : R/ 71— R
mit p =pom.
Zeige also: p ist Ringhomomorphismus.

Fiir 7,y € Rist (T -7) = o(x - y) = p() - o(y) = 2(T) - p(¥).
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d) Folgt aus ¢) und Satz 1a).

Definition und Bemerkung 2.16
a) Ein Ideal I & R heifit mazimal, wenn es kein Ideal I' in R gibt mit I S I' G R.

b) Ein Ideal T ?Cﬁ R heifit Primideal, wenn fir x,y € Rmit x-y € I gilt: x € [ oder y € [.

Beispiele
1) p Primzahl <= p - Z ist Primideal in Z, sogar maximal.
2) (z) ist Primideal in R[X] <= R ist Korper.
¢) R ist nullteilerfrei <= (0) ist Primideal.
d) Jedes maximale Ideal I ist Primideal.
Beweis  ¢) R ist nicht nullteilerfrei <= Ja,b € R\ {0} : a-b =0 <= (0) kein Primideal.
d) Seien z,y € Rmit -y € I und x ¢ I. Dann ist (x) +1 2 1.

I maximal (I)+IZR
— le(z)+I,dh esgibtre R,aclmitl=r-z+a.

— y=raey+ ay €1
~— =~
el el

= [ ist Primideal.

Definition und Bemerkung 2.17
Sei I G R ein Ideal. Dann gilt:

a) [ ist Primideal <= R/ 1 ist nullteilerfrei.
b) I ist maximales Ideal <= R/ T ist Korper.
Beweis  a) R/ T ist nicht nullteilerfrei
— FTA0#£ge Y mit Tz g=0=7"7.

—uz-yel, x,yé¢l.
= [ kein Primideal.

b) Nach 2.6 d) ist R/ 7 genau dann Korper, wenn (0) und R/ T die einzigen Ideale in R/ T sind.
Nach Blatt 7, A 3 entsprechen die Ideale in R/ 7 bijektiv den Idealen in R, die I enthalten.
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Beispiel Sei C' = {(an)nen : (an)n Cauchy-Folge, a,, € Q}

(dh. fir k€ NIn € N: |a; — aj| < 1 fiir i,j > n.)

C ist Ring mit komponentenweiser + und - (vornehm C' C ], .y Q)

N :={(a,) € C : (a,) Nullfolge} (d.h. fir k € NIn € N: |a;] < 1Vi > n)

N ist Ideal in C. / (NF+NF € C, NF - CF € N)

Behauptung: C/ N ist Korper (bzw. N ist maximal)

Beweis: Sei a = (ap)neny € C'\ N. Zu zeigen: 1 € N + (a) = (N U {a}) (ist 1 im Ideal, spannt
es ganz C' auf).

(a,) ¢ N = a,, = 0 nur fiir endlich viele n, d.h. a # 0 fir i > n.

by, == {0 z.<n0 und b := (b,) € C.

1

-~ 12Ny
0 <
a-b=:(c,), cp, = =T
1 n>ng
1 <
:>1—ab—(d)d—{ TS 4, eN.
0 n>ng
= 1= (d,) +ba € N+ (a) = N ist maximal.

YN =R
Satz 8 (Chinesischer Restesatz)
Sei R kommutativer Ring mit Eins, Iy,..., I, Ideale in R mit [, 4+ [, = R fiir alle v # p

(dann heiflen I, und I, relativ prim oder koprim). Fiir v = 1,...,n sei p, : R — R/ 1, die
Restklassenabbildung. Dann gilt:

a) ¢: R— R/Il X - X R/In ist surjektiv.  — (p1(x),...,pn(2))
b) R /f1 . R/I ~ R/ﬂ (klar nach Homomorphiesatz Kern(y) = ﬂ L)

¢) (Simultane Kongruenzen)

Fiir paarweise teilerfremde ganze Zahlen my, ..., m, und beliebige r{,...,r, € Z gibt es
r €Z mit x =r, mod m, fir v =1,...,n (Spezialfall fiir R = Z von a)).

Beweis Geniigt zu zeigen: (0,...,0,1,0,...,0) € Bild(y) fiir jedes v, d.h. es gibt ¢, € R, (v =
l,...n)mite, € [, fir y # vund 1—e, =: a, € I, (denn fir x = (7,...,7,) € R/[1x~~-><R/[n

n

sei e 1= Zrl,el, mit r, € p,t(r,) = ¢(e) = Zpl,(ryel,) =)
v=1 —
Nach Voraussetzung gibt es fir jedes p #v a, € 1,, b, € I, mit a, + b, =1

:>1:Hau+b Hb + v

1
Z?él’ ,u;él/ S ]
\.v./

eﬂ[

u#l/
= 1 =-¢, — a, wie gewiinscht.
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2.4 Teilbarkeit

Sei R kommutativer Ring mit Eins.

Definition und Bemerkung 2.18
Seien a,b € R, a # 0.

a) a teilt b (Schreibweise a | b) <= b€ (a) (<= FJxr € R:b=a-x)

b) d € R heifit grofiter gemeinsamer Teiler von a und b (ggT(a,b)), wenn gilt:
(i) d|aund d| b (bzw. a € (d) und b € (d))
(ii) ist d' € R auch Teiler von a und b, so gilt d' | d, d € (d').

c) Ist d € R ein ggT von a und b und e € R*, so ist auch e - d ein ggT. Ist R nullteilerfrei
und sind d, d’ beide ggT und a und b, so gibt es e € R* mit d' = e - d.

Beweis Nach Definition gibt es z,y € Rmit d =z-dund d=vy-d — d = zyd —

R nullteilerfrei

d(1—xy)=0 — 1=uxzy, dh z,y € R*.

Definition und Bemerkung 2.19

a) Ein Integritdtsbereich R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung
d: R\ {0} — N mit folgender Eigenschaft gibt:

zu f,g€ R, g#0gibt es ¢,r € Rmit f=¢q-g-+r mitr=0oder 6(r) < d(g).
b) Sei R euklidisch, a,b € R\ {0}. Dann gilt:

(i) in R gibt es einen ggT von a und b.
(i) d € (a,b) (dh. Jz,y e Rmitd=z-a+y-b)
(iii) (d) = (a,b)

c¢) Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beispiel Z mit d(a) = |a]
K[X] mit §(f) = Grad(f)
Beweis  b) Ohne Einschrankung sei d(a) > 0(b). Nach Voraussetzung gibt es g1, € R mit
a=gq-b+r, d6(r1) <d(b) oder ry = 0.
Ist r; =0, so ist a € (b) = (a,b) und ggT(a,b) = b.
Sonst gibt es qa, 79 € R mit b = gory + 19 und ro = 0 oder §(rq) < (rq).
USW... == 7T = (4271 T Tit2
Tnoo = qnTn_1 (da §(ri2) < 8(riq))
Behauptung: d := r,,_; ist ggT von a und b.
denn: d | r,,_o, vorletzte Zeile r,, 3 = ¢, 172+ Tp1. = d | rp_3.

Induktion: d | r; fir alle i = d | b= d| a.
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Umgekehrt: Sei d' Teiler von a und b = d' | r; LY | r; fur alle i = d' | d.

Noch zu zeigen: (ii) d € (a,b)
Nach Konstruktion ist r;1o € (14,741) C -+ C (a,b) Vi.
(iif) () = (a,b)
LC st (i)
,2“ a € (d), b € (d) nach Definition.
c) Sei I C R Ideal, I # {0}.
Wihle a € I mit §(a) minimal. Dann gilt fiir jedes b € I:
b=gqa+r mit r € [ und 6(r) < 6(a). Widerspruch!
—= r=0= [ =(a).

Definition und Bemerkung 2.20

Sei R kommutativer Ring mit Eins.

a) x,y € R heiflen assoziiert, wenn es e € R* gibt mit y = z - e.
Lassoziiert“ ist eine Aquivalenzrelation.

b) z € R\ R* heifit irreduzibel, wenn aus x = y;y, mit y1,y, € R folgt y; € R* oder
Yo € R*.

c) x € R\ R* heifit prim (oder Primelement), wenn (x) ein Primideal ist.
d.h. aus = | yy, folgt = | y; oder x | ys.

d) Sind z,y € R\ R* assoziiert, so ist  genau dann irreduzibel (bzw. prim), wenn y
irreduzibel (prim) ist.

e) Ist R nullteilerfrei, so ist jedes Primelement # 0 irreduzibel.
Beweis Sei (x) Primideal und © = y; - y2, y1,92 € R

—> Ohne Einschriankung sei y; € (z), d.h. y; = x - a fiir ein a € R.

= =T 0"y
R nullteilerfrei,z#0

= z(1 —ays) =0 ay, = 1.

Beispiel 2-3=6=(1++-5)(1 —v-5H)

Kleinster Ring in dem wir rechnen:

R=7Z[v-5={a+by—b5:a,beZ} CcC

(a+ by/=5)(c+ dv/—5) = ac — bbd + (ad + bc)v/—b.

In R ist 2 kein Primelement: weder 1 4+ y/—5 noch 1 — /=5 ist durch 2 teilbar.
Aber: 2 ist irreduzibel!

denn: Sei 2 = (a + byv/—5)(c + dv/—5)

= 4 =12 = (a + bv/=5)(a — bv/=5)(c + dv/=5)(c — d\/=5)

= (a® + 5b%)(c* + 5d?) = a*c®* + 5P mit P > 0
= P=0.= b=d=0= a’=1, 2 =4.
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Definition und Bemerkung 2.21

Sei R ein Integritatsbereich.

a) Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(i) jedes x € R\ {0} lésst sich eindeutig als Produkt von Primelementen schreiben.
(ii) jedes x € R\ {0} lésst sich irgendwie als Produkt von Primelementen schreiben.

(iii) jedes x € R\ {0} lésst sich eindeutig als Produkt von irreduzibelen Elementen
schreiben.

b) Sind die 3 Eigenschaften aus a) fiir R erfiillt, so heiit R faktorieller Ring (oder ZPE-
Ring, engl. UFD).

Dabei ist in a): ,eindeutig” gemeint bis auf Reihenfolge und Multiplikation mit Einheiten.

Préziser: Sei P ein Vertretersystem der Primelemente (# 0) bzgl. ,assoziiert“.

Dann heiit (i) Vo € R\ {0}3'e € R* und fiir jedes p € P ein yp(x) > 0: z =€ - Hp”p(x)
peEP

(beachte v,(x) # 0 nur fiir endlich viele p).

Beweis (1) = (ii) /. (ii) = (iii):

Seix #£0,x=e-py-... P, p; €EP, e € R®

Sei weiter x = q; - ... - ¢s mit irreduzibelen Elementen g;.

Esist x € (p1) = 3j mit ¢; € (p1).

Ohne Einschrankung sei j = 1. d.h. ¢; = e1p; mit €1 € R* (da ¢; irreduzibel).
= £1°Q2 ... Qs =€-D2- ... Dp.

Mit Induktion iiber r folgt die Behauptung.

(iii) = (i): Noch zu zeigen: Jedes irreduzibles Element in R ist prim.

Sei p € R\ R* irreduzibel, z,y € R mit x -y € (p), also z -y =p-a fir ein a € R.

Schreibe x =¢q1 ... ¢n, Yy =51-..." Sy, @ =Py - ... p; mit irreduzibelen Elementen ¢, s;, p.
— T-Y=qr1-..."qmS1°..."Sp, =pP-a=pP-P1-..." P
%pe {q1,---qm, S1,-.. 5.} (bis auf Einheiten).

= x € (p) oder y € (p).

Bemerkung 2.22
Ist R faktorieller Ring, so gibt es zu allen a,b € R\ {0} einen ggT(a, b)

Beweis Sei P wie in 2.21 Vertretersystem der Primelemente.

a=e; Hp””(a), b=e; Hp”f'(b) — d:= Hp”P(d) mit v,(d) = min(v,(a), v,(b))
peEP peEP peEP
ist ggT(a,b).

Satz 9

Jeder nullteilerfreie Hauptidealring ist faktoriell.
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Beweis 1. Schritt: Jedes x € R\ {0} lésst sich als Produkt von irreduzibelen Elementen schrei-
ben.

2. Schritt: Jedes irreduzible z € R\ {0} erzeugt ein maximales Ideal.
Mit 2.21a (ii) folgt dann die Behauptung,.

Beweis 2:

Sei p € R\ {0} irreduzibel, I Ideal in R mit (p) C I
Nach Voraussetzung gibt es a € R mit [ = (a), a ¢
Dape(p)CI=(a),gibtesc€ Rmitp=a-¢

p irreduzibel
_

;R.

*,da I # P.
ceR* = (p)=(a)=1.

Beweis 1:

z € R\ {0} heifle Storenfried, wenn x nicht als Produkt von irreduzibelen Elementen darstellbar
ist.

Sei x Storenfried. Dann ist x ¢ R* und x nicht irreduzibel, also x = 1 - yo mit z1y; ¢ R*.
Ohne Einschriankung ist x; Stoérenfried (sonst ist  doch Produkt von irreduzibelen)

Also x1 = xg - Yo, oy ¢ R*. Ohne Einschriankung z, Storenfried.

Induktiv erhalten wir z, 1,2, ... alles Stérenfriede, mit () & (z1) G (22) G --- G (1) &
(Ti41)

Sei nun [ = {J,~,(z;). I ist Ideal. /.

= es gibt a € Rmit [ = (a) = Jimit a € (v;) = x; € (z;) fiir alles j > i. Widerspruch.

2.5 Bruche

Ziel: Verallgemeinerung der Konstruktion von Q aus Z:

@:{@:m,nEZ,n%O}/
n [
wobei 7 ~ % = mn’ =m'n.

Definition und Bemerkung 2.23

Sei R kommutativer Ring mit Eins.
S C (R,-) ein Untermonoid.

a) STIR= Rg := (R xS )/N mit der Aquivalenzrelation

(al, 81) ~ (GQ, 82) & dte S t<a281 — a182) =0

heifit Ring der Briiche von R mit Nennern in S (oder Lokalisierung von R nach S).

Schreibweise: ¢ sei die Aquivalenzklasse von (a, s).

Beweis ~ ist Aquivalenzrelation.

reflexiv: /. symmetrisch: /.
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transitiv:
(1) 251 — A1S2
(2) a3zSo — 283

(2) (1)
—> (38281 =—= 128351 —= Q15359 —> So(azs; — a183) =0

falls R nullteilerfrei
und 0¢S

a3Sy = a1S83.
(mit der neuen Definition mit 3¢...)

Sei (1) t(ags; —azse) =0
(2) t'(azs3 —azs2) =0 mit t, ¢’ € S:

= t-t'sy(azsy — ays3)
= t(t’a33231 — t’alsgsg)

— t(t/(IgSgSl — t/CLngSQ)

= t/83t(8281 - CL182) ==
., a1 Qo ay - as a; Qg 182 + @251
b)l\/ht—-—:: und — + — 1= ————
51 S2 51+ 82 S1 52 5152

ist Rg ein kommutativer Ring mit Eins.

. . . all a1
Beweis - wohldefiniert: Sei — = —

= Jte S:tlajs1 —as)) =0

= t- (adjags152 — ajagsss)) =
(ta;syasss — tajassssy) = 0.
/
. . a aq
+ wohldefiniert: Sei —,1 = —
!/ / /
= t(s]s2(a152 + azs1) — s152(a)se + ass)))

= tso(a1528) + aasTST — A 5159 — assTSY)
=0

Rest wie in Q.

Beispiele 2.24

a) Sei R nullteilerfrei, S = R\ {0}
Dann ist Quot(R) = Rg ein Korper, er heifit der Quotientenkdrper von R.

a~-t! b .
denn: <3> = fir (a #0)
z.B. R = K[Xy,...,X,], K ein Kérper.
—> Quot(R) = K(X4,...,X,) Korper der rationalen Funktionen in n Variablen.
R =7Z[X] = Quot(R) = ...7
b) x € R\ {0}, S={2":n>0}

RS::RX:{%:xeR,nZO}

2B.R=17, 0 =2 — RS:Z[%]:{m:meZ,neN}
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c) Sei p C R Primideal, S = R — p ist Monoid.
Rs =: R, heifit Lokalisierung von R nach p
2B.R=17,p=(2).
= Z) = {= : m € Z,n ungerade}
a) ist Spezialfall p = (0)
pR, = {gé cx € p,y € R\ p} ist maximales Ideal in R, und zwar das einzige.
denn: Sei £ € Ry\pRp, dh. z€ R\p,y € R\ p.
— L ER, = e (Ry)™
typisches Beispiel: R = R[X] (oder R = C°([-1,1]))
p={f€R: f(0)=0} ist Primideal in R.
Ro—{L:f.9€ R.g(0) 0)

d) Ist 0 € S, so ist Rg = {0}.

Bemerkung 2.25
Sei R kommutativer Ring mit Eins. S C (R, -) Monoid.

a) Die Abbildung ig : R — Rg, a + ¢ ist ein Ringhomomorphismus.

b) ig ist injektiv, falls S keinen Nullteiler von R enthélt und 0 ¢ S.

Beweis ¢ =0(=19)in Rg = Js€ Smit s(a-1—-0-1)=0

¢) is(S) C (Rs)™

Beweis (£)7' =1

d) Universelle Abbildungseigenschaft:

Zu jedem Homomorphismus ¢ : R — R’ von Ringen mit Eins mit ¢(S5) C (R')* gibt es
genau einen Homomorphismus ¢ : Rg — S mit ¢ = @ oig so dass

kommutiert.

Beweis 3(2) = Fla- 1) = 3¢ (3)7) = pla) - 9(s)"
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2.6 Teilbarkeit im Polynomring

Sei R faktorieller Ring. P Vertretersystem der Primelemente in R.

Jedes a besitzt eine eindeutige Darstellung a = e H @ mit e € R, vp(a) € N.

peEP

Definition 2.26

Fir f € RIX], f = ZaiXi und p € P sei v,(f) = min{v,(a;) : i =0,...,n}
i=0

f heiBt primitiv, wenn v,(f) = 0 fiir alle p € P.

Satz 10 (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein)

Sei R faktoriell, f = Z a; X" € R[X] primitiv mit a,, # 0.
i=0

Sei p € P mit pfa,, p|a;firi=0,...,n—1und p*1ag
Damit ist f irreduzibel.

Beweis Sei f =g¢g-h mit g = ZbiXi, h = Zcz-Xi mit b, # 0 # cs.
i=0 i=0
—= n=r+s,a, =b.cs, ag=byceg = p1b., ptcsund p| by, p|co.
Sei t maximal mit p | b; fir i =0,... ¢
t

Dannist 0 <t <r—1und a;1 = b1 -co + Z bicii1—;

N~ =~ i—0

Z(p) Z(p)

€(p)

— t+l=n—r=n— s=0.

Beispiele 2.27

flx) =aP L+ 2772 + ... + 2 + 1 mit p € Z[z] Primzahl.

Behauptung: f ist irreduzibel.

P —1
Beobachtung: f(z) = .
x PR—

Trick: g(x) := f(z + 1) ist genau dann irreduzibel, wenn f(z) irreduzibel ist.

gla) = LI Z (7)s

wobei (i) =1l=a,1,a0= () =p.

noch zu iiberlegen: (Z) ist durch p teilbar fir p=2,...,p — 1.

|
Bekannt ist (Z) = p—‘ — durch p teilbar.

Ckl(p—k)
Mit Eisenstein folgt die Behauptung.

Beispiel: f = 22 — 4 € Z[x]
mit p=2: f =22 — 1= (v —1)?

p=3: f=2a2+1¢€ F3[X] ist irreduzibel.
[macht das Sinn?|
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Proposition 2.28
Sei R faktorieller Ring, p € R Primelement.

a) R[X]=RIX ]/pR[X] wobei R = 1Y/

b) Sei f € R[X] primitiv, pt a,, (f = > a:X" a, #0)
Ist f € R[X] irreduzibel, so ist f irreduzibel in R[X].

Beweis  a) R — R induziert den Homomorphismus ¢ : R[X] — R[X].
Kern(p)={fedrjaX :pla firi=0,...,n} = pR[X]
Mit dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.

b) Sei f=g-h==> f=7-h, schreibe h = ¢, X",

=0
Also ohne Einschréinkung h € (R[X]) “=R"
— p|lgfiri=1,...,s

Wire s > 1, so ware ¢, durch p teilbar, also auch b.c, = a,,. Widerspruch.

Satz 11 (Satz von Gaufl)
Ist R faktorieller Ring, so ist R[X] faktoriell.

Beweis Sei K := Quot(R).

Dann ist K[X] faktoriell (weil Hauptidealring), R[X] C K[X] Unterring.

Sei 0 # f € R[X] lasst sich als Produkt von Primelemente in K [X] schreiben.
Zu zeigen also: die Faktoren liegen in R[X] und sind dort prim.

Vorarbeit:

Bemerkung 2.29
Fiir jedes Primideal p € R und alle f,g € K[X] gilt: v,(f - g) = v, (f) + vp(9)-
Dabei wahle System P von Vertretern der Primelemente,

zerlege v € Ralsx =e Hp””(x),
peEP
und betrachte v,(x - y) = v,(x) - v,(y).

n

fir f = ZaiXi ist v,(f) = mi(1)1 vp(ai)
i=0

fir z = % € K sei v,(z) = vp(a) — 1v,(b) € Z.

Beweis 1. Schritt: Grad(f) =0, d.h. f=a,€ K, g=> 1 b X"

— f g = Z'Til:(] aobiXi.

y(f - 9) = niin (b)) = min(v,(as) + (b)) = vyla0) + i ,(5) = 13(F) + 139

2. Schritt: Wir diirfen annehmen: f, g € R[X] primitiv.
denn: Wihle a € R mit a - f € R[X] (,Hauptnenner*).
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Sei d in ggT der Koeffizienten von a - f = § - f € R[X] ist primitiv.

Seien also a - f und b - g primitiv. (a,b € R\ {0} geeignet).

s gilt dann v,(af - bg) = vy(a-b) + v(f - 9) = 1p(a) + 1p(F) + 13(b) + 1p(9) = vplaf) + vy(bo)
und daraus folgt: v,(f - g) = v,(g9) + v,(9).

3. Schritt: Fur primitive f, g € R[X] gilt: v,(f - 9) = vp(f) + v,(g)

Sei p € P,R/(p) = f#0+#gin R[X] = f-g# 0, da R[X] nullteilerfrei, also v,(f - g) = 0.
f, g primitiv = v,(f) = 1,(g) = 0.

Weiter mit dem Beweis des Satzes von Gauf:

Stand der Dinge:

P Vertretersystem der Primelemente in R.

a€ R\{0} = a= erepp”f'(“)

r= %€ K =Quot(R) = v,(z) = vp(a) — vp(b).

f=>" X € K[X] = v,(f) = min{y,(a;),i =0,...n}.
[ € R[X] primitiv <= v,(f) = 0 fiir alle p € P.

Es gilt: v,(f - 9) = vp(f) + v,(g) fiir alle f,g € K[X].

Sei P Vertretersystem der Primelemente in K[X].

Alle f; € P seien in P[X] und primitiv.

Sei nun f € R[X], f # 0.

Schreibe f=c- fi-- fo, f; € P (mit c € K*)

Beobachte: ¢ € R, denn fiir p € P ist 0 < 1,(f) = vp(¢) + S0y vp(fi) = vp(c) = c € R.
Schreibe als c=¢e-py---p,, mit e € R* und p; € P.

Noch zu zeigen:
1) p; € R[X] ist prim.
2) fi ist prim in R[X].

Beweis 1)
Zeige R[X ]/(pl) ist nullteilerfrei.
Da R[X]/(pi) - R[X]/piR[X} = R/piR Y]

nullteilerfrei

—> Behauptung.
Beweis 2)
Seien g, h € R[X] mit g-h € fiR[X]| = (f)
Da f; Primelement in K[X] ist, muss (z.B.) g in f; K[X] liegen.
d.h. g = f;g fiir ein g € K[X].
Fiir jedes p € P ist dann
0 < v,(9) = vp(fi) +vp(9) = 1,(9)
=
— g € R[X] = f; ist prim in R[X].
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2.7 Moduln

Sei R kommutativer Ring mit Eins.

Definition und Bemerkung 2.30

a) Eine abelsche Gruppe (M,+) zusammen mit einer Abbildung - : R x M — M heifit
R-Modul, wenn gilt:

fir alle x,y € M, a,b € R.

Beispiele
1) Rist R-Modul (mit - als Ringmultiplikation)
2) Ist R ein Korper, so ist R-Modul = R-Vektorraum.
3) R=127, M =Zjpy = {0,1} ist Z-Modul durch n-0 =0, n-1 =n.
jede abelsche Gruppe A ist Z-Modul durchn-z =2+ ---+x firn e N, z € A.
—

n-mal

4) Jedes Ideal in R ist R-Modul.

b) Eine Abbildung ¢ : M — M’ von R-Moduln heifit R-Modulhomomorphismus (oder
R-linear),

wenn ¢ Gruppenhomomorphismus ist und fiir alle z € M, a € R gilt: p(azx) = a - p(z).

¢) Homp(M,M') :={p: M — M’ : ¢ R-linear}

ist R-Modul durch (1 + ¢2)(x) = @1(x) + @o(x) und (ap)(z) = ap(z) fir alle pq, ps €
Hompg (M, M'),a € R.

d) Die R-Moduln bilden mit den R-linearen Abbildungen eine Kategorie: R-Mod.
e) Die Kategorien Z-Mod und AbGruppen sind isomorph.

Beweis o(n - z) = p(x + -+ 1x) = px)+ -+ px) =n-p) fir p : A — A
Gruppenhomomorphismus, =z € A, n € N.

—> Jeder Gruppenhomomorphismus von abelschen Gruppen ist Z-linear.

Definition und Bemerkung 2.31
Sei M ein R-Modul.

a) Eine Untergruppe U von (M, +) heifit R-Untermodul von M, wenn R -U C U ist. (d.h.
U ist selbst R-Modul)
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b) Ist ¢ : M — M’ R-linear, so sind Kern(y) und Bild(¢) Untermoduln von M bzw. M.
(denn: p(z) =0 = p(axr) =0Va € R,o € M und a- p(z) =¢(a-x) Va € R,z € M.)

¢) Sei U C M Untermonoid. Dann wird M/U zu R-Modul durch ¢ -ZT =a - 7.
(denn: ist 2’ € T, alsox — 2’ € U, soist a-2' =a-x =a(z' —z) € U.)
Die Restklassenabbildung p : M — M /U, x +— T ist R-linear.

(denn: p(a-z) =a-7 =aT = a-p(x).)

Definition und Bemerkung 2.32
Sei M ein R-Modul.

a) Fiir X C M heiit (X) = ﬂ U der von X erzeugt Untermodul.

U Untermodul von M
XCU

b) (X) = {Zaixi:ai ER,xEX,nEN}

1=0

c¢) B C M heiit linear unabhdngig, wenn

O:Zalbl mit aiER,bi EB,TLGN

=0
nur moglich ist mit a; = 0 fiir alle <.

d) B C M heiBt Basis, wenn jedes x € M eindeutig als Linearkombination

n

I:Zaibi(ai € R,a; € B,n € N)

i=0
darstellbar ist.
dquivalent: B linear unabhéngig und (B) = M.

e) M heifit freier R-Modul, wenn M eine Basis besitzt.

Beispiel
1) R ist freier R-Modul mit Basis 1. (oder eine andere Einheit)

2) Fir jedes n € Nist R" = RGO R P --- @ R freier R-Modul mit Basis e,
61':(0,... 1 ,0)
~—~
i-te Stelle
3) Tst I C R Ideal, so ist M := I¥/; = ({1}).
Fiir I # {0} ist R/[ nicht frei!

denn: sei z € M, a € I\ {0}
— a-ZT=a-2=0
= in M gibt es kein linear unabhangiges Element.
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Kapitel 3

Algebraische Korpererweiterungen

3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1
Sei L ein Korper, K C L Teilkorper.

a) Dann heifit L Korpererweiterung von K.

Schreibweise: L/ K Korpererweiterung.

b) [L: K| := dimgL heifit Grad von L tiber K.

¢) L/K heifit endlich, wenn [L : K| < co.

€

)
)
d) a € L heifit algebraisch tiber K, wenn es ein 0 # f € K[X]| gibt mit f(a) =
) a € L heifit transzendent iiber K, wenn « nicht algebraisch ist.

)

f) L/K heiit algebraische Korpererweiterung, wenn jedes o € L algebraisch iiber K
ist.

Beispiele

1) Fir a € Q und n > 2 ist /a algebraisch iiber Q,
da Nullstelle von 2™ — a.
Summe und Produkt von solchen Wurzeln sind auch algebraisch tiber Q.
7.B. V2 + /3 ist Nullstelle von (22 —5)? — 24 = 2* — 1022 + 1.

2) Sei L = K(X) = Quot(K[X]).
Dann ist X transzendent iiber K.
Das gleiche gilt fiir jedes f € K(X) \ K.

3) In R gibt es sehr viele iiber Q transzendente Elemente. Q ist abzdhlbar, also auch Q[X],
jedes f € Q[X] hat endlich viele Nullstellen = es gibt nur abzdhlbar viele Elemente in

R, die algebraisch iiber Q sind.
— R ist nicht abzahlbar.
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Definition und Bemerkung 3.2

Sei L/K Koérpererweiterung, o € L.
0o : K[X] — L, f — f(«a) Einsetzungshomomorphismus.

a) Kern(y,) ist Primideal in K[X].

Beweis Kern(p,) ist Ideal, da ¢, Homomorphismus.

Seien f,g € K[X] mit f,g € Kern(pa) = (f-g)(@) =0 = f(a) - g(a) = f(a) =0
oder g(a) = 0.

b) « algebraisch <= Kern(y,) # {0}.

c) Ist «a algebraisch iiber K, so gibt es ein eindeutig bestimmtes irreduzibeles Polynom

fo € K[X] mit f,(a) =0 und Kern(y,) = (fa)-

fo heiit Minimalpolynom von «.

Beweis K[X] ist Hauptidealring = f, mit Kern(¢,) = (f.) wegen a) ist f, irreduzibel,
eindeutig bis auf eine Einheit in K[X], also ein Element aus K.

— dI\ € K*, so dass Af, = f, normiert ist.

d) Kla] :=Bild(¢.) = {f(a) : f € K[X]} C L ist der kleinste Unterring von L, der K und
a enthalt.

e) «a ist transzendent <= K[a| = K[X].

Beweis Folgt aus b)

f) Ist « algebraisch iiber K, so ist K[a] ein Korper und [K[a] : K| = deg(fa).

Beweis Nach Homomorphiesatz ist K[a| = K[X ]/Kem(wx).

Kern(y,) ist maximales Ideal, da Primideal # (0) in K[X] (siche Beweis Satz 9, Behaup-
tung 2),
— K] ist Korper.

fala) =0, also a" + ¢, 10"+t cga+c =0
mit ¢; € K, cg # 0 (f, irreduzibel.)
—_— a(an_l + .+ Cl) = —qp.

Genauso: 1, a, a? o™ ! ist K-Basis von Kla].

Definition 3.3
Sei L/ K Koérpererweiterung.

a) Fir A C L sei K(A) der kleinste Teilkérper von L, der A und K umfasst.
K(A) heiit der von A erzeugte Teilkérper von L.

flag,. ..., ap)

glag, ..., ap)

b) L/K heifit einfach, wenn es a € L gibt mit L = K(«).

EsistK(A)—{ :nz1,ozi€A,f,g€K[Xl,...Xn],g#O}.
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c) L/K heifit endlich erzeugt, wenn es eine endliche Menge {ay,...a,} C L gibt mit
L=K(ai,...qap).

Definition und Bemerkung 3.4

Fiir eine Korpererweiterung L/K sind dquivalent:
(i) L/K ist endlich.
(ii) L/K ist endlich erzeugt und algebraisch.
(iii) L wird von endlich vielen iiber K algebraischen Elementen erzeugt.
Beweis (1) = (ii)
Sei [L:K]=n,a€ L= 1,0;, a?, ..., a" sind K-linear abhingig

—> d¢; € K nicht alle 0 mit Z cal =0.
i=0

— f(a) =0 fiir f = iciXi € K[X].

i=0
(i) = (iil) v/

(iii) = (i): Induktion {iber die Anzahl n der Erzeuger:
n = 1: DefBem 3.2 f).

n > 1: auch DefBem 3.2 f).

Bemerkung 3.5
Seien K C L C M Korper.

a) Seien M /L und L/K algebraisch, so auch M /K.
b) Seien M/L und L/K endlich, so auch M/K und es gilt: [M : K] =[M : L] - [L : K].

Beweis  a) Seia € M, fo=> 1" ;X" € LIX] mit f,(a) =0.
Dann ist « algebraisch iiber K(co,...,c,) = L' C L
L' endlich erzeugt iiber K 23 I /K endlich.

Auflerdem ist L'(«)/L" endlich 9 g (o)/ K endlich
— « algebraisch iiber K'.

b) Sei by, ...b, K-Basis von L und ey, ...e, L-Basis von M.
= B={ebj:i=1,...n,5=1,...m} ist K-Basis von M.
denn: B erzeugt M: Sei v € M, o =" | \ie; mit \; € L.
Ai = D5 Hijbj. einsetzen = Behauptung.

B linear unabhangig:

Ist 3 pijeib; = 0, so ist fiir jedes feste i: ) 7 pu;;0; = 0, da die e; Giber L linear unabhéngig
sind.

Da die b; linear unabhangig sind, sind die y;; = 0.
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Beispiele cos(2) ist fiir jedes n € Z \ {0} algebraisch iiber Q.

2 27 27 271 27

denn: cos(22) =R(en ) =4(en +en )=1(en +e )

e ist Nullstelle von (2™ — 1), also algebraisch iiber Q.

— K = Q(e™") ist endliche Korpererweiterung von Q.
cos() € K 20 = @ cos(2%) algebraisch.

Q C Q(cos(2)) C K (n>3)

Notation: L/K Korpererweiterung, o € L

Kla] = Bild(p,) = - - -

K(a) = Quot(Kla]) = K|a] falls a algebraisch.

3.2 Algebraischer Abschluss

Proposition und Definition 3.6 (Kronecker)

Sei K ein Korper, f € K[X].

a)

c)

d)
c)

Es gibt eine endliche Kérpererweiterung L/K, so dass f in L eine Nullstelle hat.

Beweis Ohne Einschrankung sei f irreduzibel.
Setze L := K[X]/(f)

L ist Korper, da (f) maximales Ideal.

a = X = Klasse von X in L ist Nullstelle von f.

Es gibt eine endliche Korpererweiterung L/ K, so dass f tiber L in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis Induktion iiber n = deg(f): n =1 /.

n > 1: Ly wie in a). Dann ist f(X) = (X —«a) - f1(X) in L [X].

deg(f1) =n —1 < n. Also gibt es Ly/ Ly, so dass f1(X) = [[\=g (X — ;) mit a; € Ly.
Dabei ist Lo/ Ly endlich, L, /K endlich, also Ls/K endlich.

L/K heifit Zerfdallungskérper von f, wenn f iiber L in Linearfaktoren zerfallt und L
iiber K von den Nullstellen von f erzeugt wird.

Fiir jedes f € K[X] gibt es einen Zerfallungskorper Z(f).
Ist f irreduzibel, n = deg(f), so ist [Z(f) : L] < n!.

Beweis In a) ist [L : K] = n = deg(f) und f = (X — «)f; mit deg(f;) = n — 1. Mit
Induktion folgt die Behauptung.
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Beispiele

1) f e K[X] irreduzibel von Grad 2.
Dann ist L = K[X ]/( ) der Zerfallungskorper von f.
F(X) = (X —a)(X - B) a,f € L.
Ist f(X)=X?+pX +¢q,soist a+ = —p.

2) f(X) = X* —2€Q[X].
Sei o = v/2 € R Nullstelle von f.
In Q(«) liegt keine weitere Nullstelle von f, da Q(a) C R.
X3 —2=(X—-a)(X*+aX +a?)

(. J/

irreduzibel iiber Q(a)
= [Z(f) : Q] =6.
3) K =Q, p Primzahl.
fX)=XP —1=(X-1)(XP '+ XP2 4. £ X +1)

J/

h
f1 ist irreduzibel (Eisenstein!).
L= i) = @)
= Q(¢) = Z(f).

Definition und Bemerkung 3.7
Sei K ein Korper.

a) K heiit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante f € K[X] in K eine
Nullstelle hat.

b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) K algebraisch abgeschlossen.

(ii) jedes f € K[X] zerfallt iiber K in Linearfaktoren.
(iii) K besitzt keine echte algebraische Korpererweiterung.
Beweis (1) = (iii):

Angenommen, L/K algebraisch, « € L/K, dann sei f, € K[X] das Minimalpolynom von
a: fq ist irreduzibel und hat nach Voraussetzung eine Nullstelle in K.

— deg(f) = 1 Widerspruch!
(ili) = (ii): Z(f) = K.

Satz 12

Zu jedem Koérper K gibt es eine algebraische Korpererweiterung K /K, so dass K algebraisch
abgeschlossen ist.

K heiBt algebraischer Abschluss von K.
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Beweis Hauptschritt:

Es gibt algebraische Korpererweiterung K’/K, so dass jedes nicht-konstante f € K[X] in K’
eine Nullstelle hat.

Dann sei K” = (K')" und weiter K* = (K"™')’ fiir i > 3.

L::UKi

i>1
Es gilt:
i) L ist Korper:
a+beLfirac K' be K7, ist OE i < j. Also auch a € K.

i) L ist algebraisch iiber K.
jedes a € L liegt in einem K,

K ist algebraisch iiber K.

iii) L ist algebraisch abgeschlossen.
denn:
Sei feLX], f=>",aX €L
Also gibt es j mit ¢; € K7 fiir i = 0,...n.
= f hat Nullstelle in (K7) = K/*! C L.
Neue Vorlesung, darum gibt’s hier Uberschneidungen.
Hauptschritt im Beweis

Es gibt algebraische Korpererweiterung K’/ K, so dass jedes f € K[X] eine Nullstelle in
K’ hat.

Beweis

Fiir jedes f € K[X]\ K Sei x; ein Symbol.
X:={z;: fe KIX]\K}

R := K[X]

I sei das von allen f(zy) in R erzeugte Ideal.
Sei m C R ein maximales Ideal mit I C m.
K= R/m

K" ist Korper, K’/ K ist algebraisch.
denn: K’ wird {iber K erzeugt von den zy € X und f(z;) = 0in K’', weil f(z;) € I Cm.

f hat in K’ die Nullstellen (Klassen von) x.

Noch zu zeigen:

1.I4R

2. Es gibt maximales Ideal m mit I C m.
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Beweis 1:
Angenommen [ = R, also 1 € [.

Dann gibt esn > 1, f1,... fo € K[X] — fund ¢1,...9, € Rmit 1 =", g;fi(z,)

Sei L/K Korpererweiterung, in der jedes f;, i = 1,...n Nullstelle «; hat (z.B. der Zerfal-
lungskorper von fi, ... f,).

Zu Beweis von 2.:

Proposition Sei R kommuntativer Ring mit 1, I C R echtes Ideal.

Dann gibt es ein maximales Ideal m in R mit I C m.

Lemma von Zorn Sei M # () geordnet.

Hat jede total geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke, so hat M ein maximales
Element.

d.h. ein x € M, so dass aus y € M,z < y folgt x = y.

Zuriick zum Beweis von 2.

Sei M die Menge der echten Ideale in R, die I enthalten.

I C M, also M # (.

Sei N C M total geordnete Teilmenge.

Behauptung: J = U, en / ist Element von M (und dann auch die Schranke fiir V).

denn: 1 C J +/.

J Ideal: T1,T9 € J = x1 € Ji, 29 € Jy : Ohne Einschrankung J, C J; = x5 € J, =
r1t+ a9 € J1 C J.

genauso: r - ry € Jp fur r € R.
1§éj, da sonst 1 € J fiir ein J € N.

3.3 Fortsetzung von Korperhomomorphismen

Proposition 3.8

Sei L = K(«a), K Korper (also einfache Korpererweiterung)
Sei «v algebraisch tiber K, f = f, € K[X] das Minimalpolynom.

Sei K’ Korper und o : K — K’ ein Kérperhomomorphismus.

Sei f? das Bild von f in K’[X] unter dem Homomorphismus
K[X] — K'[X], Y a; X" — > o(a;) X"

Dann gilt:

a) Zu jeder Nullstelle 5 von f7 in K’ gibt es genau einen Kérperhomomorphismus o : L — K’

mit o(a) = f und 7| = 0.

b) Ist 0 : L — K’ Fortsetzung von o (d.h. 7|k = o), so ist o(«) Nullstelle von f7.
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Beweis  b) f7((a)) = f7(0(a)) = F(f(@)) = 0
a) Eindeutigkeit: o ist auf den Erzeugern von L festgelegt.
Existenz: ¢ : K[X] — K', X — (.
= o(f) = f7(8) =0, g =2 a; X" — 3 0(a;)" = ¢°(B)
HomSa% & induziert & : K[X]/(f) — K' mit L = K[X]/(f>

Folgerung 3.9
Sei f € K[X]\ K. Dann ist der Zerféllungskorper Z(f) bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis Seien L, L' Zerfallungskorper, L = K(ay, ..., ay,), «; Nullstelle von f.

Sei weiter 3, € L’ Nullstelle von f.

Nach 3.8 gibt es ein 0 : K(ay) — L' mit 0| = idg und o(cy) = By und 7 : K(f;) — L mit
T(6) = o, 7(K) = idk.

Soist 700 = idg(ay), 00T = idg(s) = K(a1) = K(B).

Mit Induktion tber n folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.10

Sei L/K algebraische Korpererweiterung, K ein algebraische abgeschlossener Korper, o : K’ —
K’ ein Homomorphismus. Dann gibt es eine Fortsetzung 0 : L — K.

Beweis Ist L/K' endlich, so folgt die Aussage aus 3.8.
Fiir den allgemeinen Fall sei:
M = {(L',7) : L'/ K Korpererweiterung, L' C L, 7 : L' — K Fortsetzung von o}.
M #0: (K,0) € M.
M ist geordnet durch: (Ly, 1) < (Lg,72) :<= L; C Ly und 75 Fortsetzung von 7.
Sei N C M total geordnet: L™ := U L.
(L', 7)EN
L~ ist Korper, L~ C L, 7: L™ — K, 7(x) = 7(x), falls * € L' und (L', 7) € N.
wohldefiniert: ist « € L”, so ist ohne Einschrankung (L', 7) < (L”,7”) und damit 7"(z) = 7(x).
= (L™, 7) ist obere Schranke.

Zorn

== M hat maximales Element (L™, 7).

Zu zeigen: L~ = L.

Sonst sei @ € L'\ L™ und ¢’ Fortsetzung von ¢ auf L™~ (a) (nach 3.8)
= (L™ («),0’) € M und (L™, 0) S (L™, ). Widerspruch!

Folgerung 3.11

Fiir jeden Korper k ist der algebraische Abschluss k bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
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Beweis Seien k und ¢ algebraische Abschliisse von k. Also k C k, k C c.

Nach Prop 3.10 gibt es einen Korperhomomorphismus o : k — ¢, der idj fortsetzt. Dann ist
o(k) auch algebraisch abgeschlossen:

ist f € o(k)[X]
— [ € k[X].

Sei f = Z aiXi, _
7 =3 07" (a;) X" hat Nullstelle a € k = o(«) ist Nullstelle von f.

S o7 ay)al = 0.
= 0=0(> 0 Ya;)a") = a;o(a)
c ist algebraisch abgeschlossen iiber K, also erst recht iiber o (k) 24 o(k) =c.

Definition und Bemerkung 3.12
Seien L/K, L'/ K Korpererweiterungen von K.

a)

Homy (L, L") = {0 : L — L' Kérperhomomorphismus, o|x = idg}

Autg (L) = Aut(L/K) = Homg (L, L)
b) Ist L/K endlich, K algebraischer Abschluss von K, so ist
| Homg (L, K)| < [L : K]

Beweis Sei L = K(aq,...,ay,), «; algebraisch iiber K.
Induktion tiiber n:

n =1: Sei f € K[X] das Minimalpolynom von o

Fiir jedes 0 € Homg (L, K) ist o(a) Nullstelle von f7 € K[X].
Durch o|g = idkx und o(«) ist o eindeutig bestimmt.

— |Homg (L, K)| = |[Nullstellen von f°| < deg(f°) = [L : K]

n>1:Sei Ly = K(ay,...a,-1), f € L1[X] das Minimalpolynom von «, tiber L;:
Fiir 0 € Homg (L, K) ist o(a) Nullstelle von f7 € K[X] mit oy = oy, .

= |Homg(L, K)| < |Homg(Ly, K)| - deg(f) < [Ly : K] - [L: Ly] 50

L : K]

3.4 Separable Korpererweiterungen

Definition und Bemerkung 3.13
Sei L/K algebraische Kérpererweiterung, K algebraischer Abschluss von K.

a) f € K[X]\ K heifit separabel, wenn f in K keine vielfache Nullstellen hat.
(also deg(f) verschiedene Nullstellen)

b) a € L heifit separabel, wenn das Minimalpolynom von « tiber K separabel ist.
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c) L/K heifit separabel, wenn jedes o € L separabel ist.

d) f e K[X]\ K ist genau dann separable, wenn ggT(f, f') = 1.
Dabei ist fiir f =Y " a, X", f/'=>" jia, X!
e) Ist f € K[X] irreduzibel, so ist f separabel genau dann, wenn f’ # 0 ist.

Beweis  d) Sei f(X) = ﬁ(X — ), a; € K.

i=1
= [(X) = ZH(X — ;)

i=1 i
Nach Definition ist f separabel <= «; # «; fur i # j.
Behauptung: a; = «; fiir ein i > 2 <= (X —ay) | f' (teilt)
Aus der Behauptung folgt: f separabel <= f und f’ teilerfremd in K[X].
Ist das so, dann ist ggT(f, f') = 1 (teilerfremd in K[X]).

Ist umgekehrt ggT(f, f') =1, so gibt es g,h € K[X]mit 1 =g- f+h- [’
Das stimmt dann auch in K[X], also sind f und f’ auch in K[X] teilerfremd.
Beweis der Behauptung: (X — a;) teilt []; (X — a;) falls i # 1.
Also gilt: X — a; teilt [/ <= X — ag Teiler von []
J# 1
e) Ist f/=0,soist ggT(f, f)=[f#1

Ist f' # 0, so ist deg(f’) < deg(f)

f'#9

Ist f irreduzibel und o € K Nullstelle von f, so ist f das Minimalpolynom von a == «
nicht Nullstelle von f’.

= geT(f, f') =1

i21(X —aj) = a1 = q, fiir ein

Folgerung 3.14

Ist char(K') = 0, so ist jede algebraische Korpererweiterung von K separabel.

Beispiele 3.15

Sei p Primzahl, K = F,(t) = Quot(F,[t])

Sei f(X) =XP—te K[X].

f(X) =pXP~1 =0, t € F,[t] ist Primelement.

Lisenstelt ¢ jrreduzibel in (F,[¢)[X].

Dolg 223 f irreduzibel in K[X].
f(X)=XP—aeF,[X]= f'=0

Frage: Ist f irreduzibel? Nein!

Denn f hat Nullstelle in F), d.h. es gibt ein b € I, mit b” = a,
denn ¢ : F, — F,, b+ b? ist Kérperhomomorphismus!!!
denn: (a + b)P = a? + b7 | (siehe Y 7_, (F)a*P=F)
Definition: ¢ heifit Frobenius-Automorphismus.
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Bemerkung 3.16
Sei char(K) =p > 0, f € K[X] irreduzibel.

a) Es gibt ein separabeles irreduzibeles Polynom g € K[X], so dass
F(X) = g(X™)
fur ein r > 0.

b) Jede Nullstelle von f in K hat Vielfachheit p".
Beweis Sei f nicht separabel.
f = ZaiXi, f, = ?:CLiXi_l =0
= da; =0firte=1,...n.
= a; = 0 falls ¢ nicht durch p teilbar.

— f ist Polynom in X? d.h. f = g;(XP)
Mit Induktion folgt die Behauptung.

Satz 13
Sei L/K endliche Kérpererweiterung, K algebraischer Abschluss von L.

a) [L: K]s := |Homg(L, K)| heifit Separabilititsgrad von L iiber K.
b) Ist L' Zwischenkorper von L/K, so ist

[L : K}S = [L : L/]S . [L/ : K]S

c) L/K ist separabel <= [L: K] = [L: K]s.
d) Ist char(K) = p > 0, so gibt es ein r € N mit
[L:K]=p"-[L:K]s

Beweis  b) Sei Homg (L', K) = {o1,...0,}, Homp/(L, K) = {m1,... T }.
Sei 7; : K — K Fortsetzung von o;, i = 1,...n.
Dann ist &; € Autg (K)
Behauptung
1) Homg(L,K) ={g;07j:i=1,...n,j=1,...m}
2)g,o1j=0p0Ty <= i=1iund j =7
Aus 1) und 2) folgt b).

Beweis 1)

D [43 \/

,C“ Sei 0 € Homg (L, K)
Dann gibt es ein i mit o]y = o;.

— 7, o0 =idy = Eljmitﬁ;loosz:> o =70;0T;.
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Beweis 2)
Sei EioTj :Ei/OTj/
~ =

¢) ,— “Sei L =K(a,...qa,) separabel, endlich und «; algebraisch.
Induktion tiber n:
n=11L=K(«a), f = f, € K[X] das Minimalpolynom von « tiber K.
= [L: K]s 22 |{Nullstellen von f in K}| = deg(f) =[L: K]
n>1:Ly:=K(a,...an1), [ € L1[X] das Minimalpolynom von .

Zu jedem oy GEomK(Ll,f) und jeder Nullstelle von f in K gibt es genau eine Fortset-
zung o1 : L — K.

[L: K]s=|Homg(L, K)| = (deg f) - | Homg (L1, K)|

—[L:Ly] [Ly: Klg == [L: L] -[L1: K] =[L: K]

,<="Ist char(K) = 0, so ist L/K separabel.

Sei also char(K) =p >0 und o € L, f € K[X]| das Minimalpolynom von c.

Nach 3.16 gibt es 7 > 0 und separabeles irreduzibeles g € K[X] mit f(X) = f(X?")
— [K(a) : K]s = |{Nullstellen von f in K}|

= |{Nullstelle von g in K}| g separabel, deg(g)

= [K(a): K] = deg(f) = p"deg(g) = p"[K(a) : K]s

— [L:K]=[L: K(a)]-[K(a) : K] > [L: K(a)]s-p'[K(a): K]g=[L: K]s-p".
— p'=1= g = f => « separabel.

f separabel
—_—

d) Folgt aus der Gleichung ein paar Zeilen hierdriiber.

Satz 14 (Satz vom primitiven Element)

Jede endliche separable Korpererweiterung L/K ist einfach.

Beweis Ist K endlich, so folgt aus Paragraph 5, dass L™ zyklische Gruppe ist.
Ist L* = (), so ist L = K|[a].
Sei also K unendlich, L. = K(aq,...,). Ohne Einschrinkung r = 2, also L = K(«, [3).
Sei K algebraischer Abschluss von L, [L: K] =n
Sei Homy (L, K) = {o1,...0,} (Satz 13 ¢)
Sei g(X) = ] (ou(a) — o5(0) = (03(5) — (8) - X) € KIX].
1<i<j<n
g # 0, denn aus o;(a) = 0;(a) und 0;(5) = 0,(B) folgt o; = 0.
Da K unendlich ist, gibt es A € K mit g(\) # 0.
Behauptung v :== o+ A\ € L erzeugt L iiber K.
denn: Sei f € K[X]| das Minimalpolynom von v tiber K.

Fiir jedes i ist f(0,(7)) ZE=2 0,(f(7)) = 0.
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Angenommen o;(y) = o;(7) fiir ein i # j.

Dann ware o;(«) + 0;(6)A — (0j(a) + 0;(B)A) = 0.

= ¢g(\) = 0 Widerspruch! = f hat mindestens n Nullstellen.
= deg(f) =[K(7): K] 2n=[L: K]

Da v € L folgt K() = L.

3.5 Endliche Korper

Proposition 3.17
Ist K ein Korper, so ist jede endliche Untergruppe von (K> -) zyklisch.

Beweis Sei K C K* endliche Untergruppe, a € G ein Element maximaler Ordnung.
Sei n = ord(a), G, := {b € G : ord(b) | n}

Behauptung: G,, = (a)

denn: jedes b € (G, ist Nullstelle von X™ — 1.

Diese sind 1,a,d?,...a" ' = |G,| = [{a)] = n.

Nach Satz 3 ist G = ;_, Z/aiZ mit a; | aiqq.

—> Fiir jedes b € G ist ord(b) Teiler von a,.

Satz 15

Sei p Primzahl, n > 1, ¢ = p"
Sei F, der Zerféllungskorper von X9 — X € F,[X].
Dann gilt:

a) F, hat ¢ Elemente.
b) Zu jedem endlichen Koérper K gibt es ein ¢ = p" mit K = F,.

Beweis a) f(X) = X?— X ist separabel, da f'(X) = -1 = ggT(f, f') = 1.
—> [ hat ¢ verschiedene Nullstellen in I,
= |Fy| > g.
Umgekehrt: jedes a € F, ist Nullstelle von f,
denn: F, wird erzeugt von den Nullstellen von f. Sind a,b Nullstellen von f, so ist a? = a,
b? = b, also auch (ab)? = ab, (a +b)? =a?+ b9 =a+D.

b) K* ist Gruppe (mit -) der Ordnung ¢ — 1.

Fiir jedes a € K gilt a? = a.

Jedes a € K ist Nullstelle von X7 — X.

K enthélt den Zerfallungskorper von X9 — X.

K enthélt F, (bis auf Isomorphie)

K =F, (da |K| = |F,| = q)

FEEL
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Folgerung 3.18

Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers ist separabel.

Beweis FQ/]FP ist separabel, da X? — X separabeles Polynom ist. Ist K endlich, also K = I,
L/K algebraisch, o € L, so ist K(a)/K endlich, also separabel (da K(«) = F, fiir ein ¢ > 1).

Definition Ein Korper K heifit vollkommen (perfekt), wenn jede algebraische Korperer-
weiterung L/K separabel ist.

3.6 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Anregungen:
Dreiteilung eines Winkels? Was lasst sich mit zwei Startpunkten konstruieren?

/

Aufgabe der Konstruktion mit Zirkel und Linear

Sei M C C =R?, z.B. M = {0,1} Startpunkte.

Was konnen wir in einem Schritt konstruieren?

L(M) :={L C R?* Gerade : [LN M| > 2} U{K|;,_.,(23) : 21, 22,23 € M}
wobel K, (z) ={yeC: |z —y|=r1}

Also ergibt das die neue Menge

K (M) :={z € C: z liegt auf 2 verschiedenen Linien in £(M)}

K,(M)=K(K,_1(M)) fur n > 2.
Beobachtung: K C K;(M), falls |M| > 2

also: K (M) = | ] K,.(M)
n=1
Ab jetzt: 0,1 € M, M symmetrisch zur z-Achse. (d.h. fir z € M ist auf z € M)

Bemerkung 3.19
Fir jedes z € K1(M) ist [Q(M)(z) : Q(M)] < 2.
Beweis Voriiberlegung: Fir z € M ist R(z) = 1(z + 2) € QM) und S(z) =

N[ =

(z — 2).
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(i) z ist Schnittpunkt zweier Geraden in L(M)
— z ist Losung zweier linearer Gleichungen: z; + Azg = 2] + pz) mit A, p € R.

(i) z ist Schnittpunkt einer Gerade und eines Kreises: ~» quadratische Gleichung mit Koef-
fizienten in Q(M).

(iii) z ist Schnittpunkt der Kreise K, (m1) und K,,(msy) mit Mittelpunkten m;, my € M.

Radius: 71 = |21 — 21|, o = |22 — 24| also r? = (21 — 21) (21 — 21) € Q(M).

Dann ist |z —my|* = r?

— 2z — (21 +Zmy) = rf — mamy (1)

und 2% — (2mg + Zmy) = r2 — myms

— 2R[2(Tr — z)] = 1} — 13 — (a7 — MmaTy)

Das ist eine lineare Gleichung, die R(z) und (z) enthélt. Einsetzen in (1) gibt eine
quadratische Gleichung fiir R(z) mit Koeffizienten in Q(M).

Satz 16
a) K(M) ist algebraische Korpererweiterung von Q(M).

b) Sei L/Q(M) endliche Koérpererweiterung. Gibt es n > 0
und Kérper QM) =Ly C Ly C--- CL,=Lmit [L;: L 4] =2firi=1,...n,
dann ist L C K(M).

Beweis  a) Seien a,b € K(M). Zu zeigen ist a + b, —a,a - b, % in K(M).

a+b
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Zunéachst: a,b € R. Sei b€ K(M) \ R:

" oo

Winkel addieren. /. = a - b allgemein. /.
Ohne Einschrankung a € R:

Der Strahlensatz:% =
%. Also z =a - b.

Q=
—_

b) Wurzelziehen: Sei a € R:

Thales
b
Z =D
Nach dem Hohensatz ist dann: b> = | —a|-1=a
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Kapitel 4

(Galois-Theorie

4.1 Der Hauptsatz

Definition und Proposition 4.1
Sei L/ K algebraische Korpererweiterung.

a) L/K heifit normal, wenn es eine Familie F C K[X] gibt, so dass L Zerfallungskorper
von F ist.

b) Ist L/K normal, so ist Homg (L, K) = Autg(L).
(wobei K algebraischer Abschluss von L sei.)

Beweis 2% gilt immer.

,C“Sei L =Z7(F), f € F, a € L Nullstelle von f.
— Fiir jedes 0 € Homg (L, K) ist o(«) auch Nullstelle von f:

n

Sei f(X) =) aX' = 0=0(f(e))

=0

L wird von den Nullstellen der f € F erzeugt.
— o(L) C L.
¢) L/K heiit galoissch (Galois-Erweiterung), wenn L/K normal und separabel ist.
d) Ist L/K galoissch, so heifit Gal(L/K) := Autx (L) die Galoisgruppe von L/K.
e) Eine endliche Erweiterung L/K ist genau dann galoissch, wenn
| Autg (L) = [L : K]

Beweis ,=* Aus b) folgt
| Autg(L)| = |Homg (L, K)| [L:K]s
=" Es gilt stets: | Autg(L)| < [L: Kls <[L: K]

Def. sep. und Satz 13

[L: K. (*)
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Aus |Autg(L)| = [L : K] folgt also [L : K]s = [L: K] = L/K separabel.
Sl L= K(a) fiir ein a € L, sei f € K[X] das Minimalpolynom von a.
Sei 3 € K Nullstelle von f.

Nach 3.8 gibt es ¢ € Homg (L, K) mit o(a) = 3.

Wegen (%) ist 0 € Autg (L) = f € L.

— L ist Zerfallungskorper von f.

f) Ist L/K galoissch und E ein Zwischenkorper, so ist L/E galoissch und Gal(L/E) C
Gal(L/K).

Beweis L/E normal, da Zerfallungskoérper von F C K[X]| C E[X]
L/E separabel, da L/K separabel.

g) Ist in f) zusétzlich auch E/K galoissch, so ist

B
1 - Gal(L/F) — Gal(L/K) — Gal(E/K) — 1
o — olg

exakt.

[ also Gal(E/K) = Gal(L/K)/Gal(L/E) ]

Beweis Fiir o € Gal(L/K) = Autg (L) ist o|p : E — L,

also 0 € Homg (F, L) C Homg(F, K) = Autg(FE), da E/K galoissch.
— (3 ist wohldefiniert.

B surjektiv: Sei o € Gal(E/K)

Nach 3.10 liisst sich o fortsetzen zu g : L — K, € Homg (L, K) = Autg (L) = Gal(L/K)
und 3(0) =o|lg =o0.

Kern(8) = {0 € Gal(L/K) : 0| = idg} = Autg(L) = Gal(L/E)

Satz 17 (Hauptsatz der Galoistheorie)
Sei L/K endliche Galois-Erweiterung.

a) Die Zuordnung

S

{Zwischenkorper von L/K'} : {Untergruppen von Gal(L/K) }

E
LT :={aeL:o(a)=avVoec H}

Gal(L/E)
H

11 w@

sind bijektiv und zueinander invers.

b) Ein Zwischenkérper E von L/K ist genau dann galoissch iiber K, wenn Gal(L/E) Normal-
teiler in Gal(L/K) ist.
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Beweis  a) L ist Zwischenkorper (liegt daran, dass o € Aut Kérperhomomorphismus ist).

V-

WUod =id“ Sei HC Gal(L/K) Untergruppe.

Zu zeigen: Gal(L/L") = H.

,2“ Nach Definition von L.

,C“Nach 4.1 e) ist |Gal(L, L¥)| = [L : L]

Geniigt also zu zeigen: [L : LH] < |H|.

Sei a € L primitives Element von L/L? also L = L7 («).

Sei f = [L,en(X - 0(a)) € LIX]

dann ist deg(f) = |H]|.

Fiir jedes 7 € H ist f7 = f (mit o durchlauft auch 7 - o alle Elemente von H)
— f € L[X] = Das Minimalpolynom ¢ von « iiber L ist Teiler von f.
= [L: L] = deg(g) < deg(f) = |H].

2P oW =id“ Sei E Zwischenkorper, H := Gal(L/E).

Zu zeigen: £ = L.

,C ¢ Folgt aus der Definition der Symbole.

,2“Da LY /E separabel ist, geniigt es zu zeigen: [LT : E]g = 1.

Sei o € Homg (L, K), Fortsetzung & € Homg(L, K) = Autp(L) = Gal(L, E) = H.

— O'ZgLH :idLH

,= “ siehe 4.1 g)

»<="Sei H := Gal(L/FE) Normalteiler in Gal(L/K)

Wegen 4.1 e) geniigt es zu zeigen:

Fiir jedes 0 € Homg(FE, K) ist 0(E) C E.

Sei also o € Homg (E, K), Fortsetzung & € Homg (L, K) = Gal(L, K).

Seinuna € E,7 € H.

Dann ist 7(o(a)) = (100)(a) = (6o7')(a) mit 6 'oT05 =: 77! € H nach Voraussetzung.

=0o(a) = o(a)

— o(a) € L¥ )

Folgerung 4.2

Sei L/K endliche Galoiserweiterung
Dann gilt fiir Zwischenkérper E, E’ bzw. Untergruppen H, H' von Gal(L/K)

a)
b)

E C E' <= Gal(L/E) D Gal(L/E")
Gal(L/(EN E')) = (Gal(L/E), Gal(L/E"))

Beweis Im Tutorium?
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Folgerung 4.3
Za jeder endlichen separabelen Korpererweiterung gibt es nur endlich viele Zwischenkorper.

Beweis Ist L/K endliche Galoiserweiterung, so entsprechen die Zwischenkérper bijektiv den
Untergruppen der endlichen Gruppen Gal(L/K).

Im Allgemeinen ist L = K(«) (Satz 14), sei also f das Minimalpolynom von « iiber K.

f ist separabel, da L/K separabel ist.

Sei z~der Zerfallungskorper von f iiber K
= L/K ist galoissch, K C L C L = L/K hat nur endlich viele Zwischenkorper.

[E sogar minimale galoissche Erweiterung]

Proposition 4.4
Sei L ein Kérper, G C Aut(L) eine endliche Untergruppe.
K :=L¢%={a € L:o(a)=afir alle 0 € G}
Dann ist L/ K Galoiserweiterung und Gal(L/K) = G.
Beweis K ist Korper: /
L/K ist algebraisch und separabel.
Sei a € L: {o(«) : 0 € G} = G - a ist endlich.
Sei G- o= {o1(a),...,0,(a)} mit 0;(cr) # oj(«) flir ¢ # j und oy = idy,
Dabei ist r ein Teiler von n = |G|
Sei fu(X) = [T (X — oi(a)) € LIX]
Zu zeigen: f, € K[X]
denn: Fir 0 € G ist f(X) =[[_(X — 00(«))
— fu= f = fu€ KIX]
— « algebraisch, « separabel (da f, separabeles Polynom),
(%) [K(a) : K] < n.
e [ /K normal: Der Zerfallungskorper von f, ist in L enthalten.

= L ist Zerfallungskorper der Familie {f, : « € L}

e L/K ist endlich. Sei (a;);e;r Erzeugendensystem von L/K
Fiir jede endliche Teilmenge Iy C I ist K({«; : i € Iy}) endlich tiber K,
also K({a; 11 € Iy}) = K(ap) fiir ein ag € L.
YKo i€ L)) K] <n.

Sei I; C I endlich, so dass K ({e; : i € I }) maximal unter den K({o; : j € J}) fir J C I
endlich.

Annahme: Ky # L

Dann gibt es i € [ und «; ¢ K,
—> Ki(a;) 2 Ky, trotzdem endlich.
im Widerspruch zur Wahl von K.

— L/K endlich, genauer: [L : K] < n wegen (%)

e Gal(L/K) =G ,2“nach Definition.
Nach 4.1e)ist n = |G| <|Gal(L/K)| =[L: K] <n.
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4.2 Die Galoisgruppe einer Gleichung

Definition und Bemerkung 4.5
Sei K ein Korper, f € K[X] ein separabeles Polynom.

a) Sei L = K(f) Zerfallungskorper von f tiber K.
Dann heifit Gal(f) := Gal(L/K) Galoisgruppe von f.

b) Ist n = deg(f), so gibt es injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(f) < S,
(durch Permutation der Nullstellen von f)

c) Ist L/K separable Korpererweiterung vom Grad n, so ist Autg (L) isomorph zu einer
Untergruppe von .S,,.

Beweis Sei L = K(«), f € K[X] Minimalpolynom von a, a = ay, ..., a4 die Nullstellen
von f in L.

—> jedes 0 € Autg (L) permutiert ay, ..., ag.

Beispiele 4.6
Die Galoisgruppe von f(z) = 2° — 4z — 2 € Q|x] ist Ss.

Beweis e f ist irreduzibel: Eisenstein fir p = 2.

e f hat 3 reelle und 2 zueinander konjugierte komplexe Nullstellen:
f(=00) = =00, f(0) =2, f(1) = =1, f(o0) = o0
—> f hat mindestens 3 reelle Nullstellen
f'(x) =5z* —4 =5(2* — \/lg)(x2 + \%) hat 2 reelle Nullstellen
—> f hat genau 3 reelle Nullstellen.

Ist v € C Nullstelle von f, so ist f(a) = f(a) =0.

o GG = Gal(f) enthélt die komplexe Konjugation 7.

T operiert als Transposition: 2 Nullstellen werden vertauscht, 3 bleiben fix.

e G enthélt ein Element der Ordnung 5. Ist o Nullstelle von f, so ist [Q(«) : Q] = 5 und
Q) € L(f)

S 1T 5 teilt |G

Svlow, Behauptung.

e (G enthalt also einen 5-Zyklus und eine Transposition g G =55.

Bemerkung 4.7 (Allgemeine Gleichungen n-ten Grades)
Sei k ein Korper, L = k(Ty,...,T,) = Quot(k[T1,...T,])

a) S, operiert auf L durch o(T;) = T,
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b) Sei K := L% . L/K ist Galoiserweiterung (nach Prop 4.4) von Grad n.

¢) L ist (iiber K) Zerfallungskorper von

d) Gal(f) = S,
e) f(X)= Z(_l)ysu(Tb L T) X
v=0
mit 5,(Th,... T) = Y. T, T,

l...i1<<ip<n

z.B: Sl(Tl,...Tn):T1+"'+Tn, 82:T1T2+T1T3+"',Sn:Tl""'Tn
f) K =K(s1,...5)

4.3 Einheitswurzeln

Definition und Bemerkung 4.8
Sei K ein Kérper, K algebraischer Abschluss. n € N teilerfremd zu char(K).

a) Die Nullstellen von X™ — 1 in K heiflen n-te Einheitswurzeln.
b) pun(K) ={¢ € K : (" =1} ist zyklische Untergruppe von K™ von Ordnung n.

Beweis i, (K) Untergruppe +/, also zyklisch nach 3.17
f(X) = X" —1ist separabel, da f/(X) =nX""! (Prop 3.13)

¢) Eine n-te Einheitswurzel ¢ heifit primitiv, wenn (¢) = u,(K).
Satz 18 (Einheitswurzeln)
Voraussetzungen wie in 4.8. (n > 2)

a) Die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln in K ist
X
(%hz) | = lm € {1...n} : ggT(m,n) = 1}]

(n +— ¢(n) ist die Fulersche p-Funktion)

p(n) =

Beweis Ist ¢ primitive n-te Einheitswurzel, so ist u,(K) = {1,¢,¢%,..., "'}
¢* erzeugt p,(K) <= ggT(n, k) =1

b) Ist n = p}*---pir (Primfaktorzerlegung),
so ist p(n) = [T P} (p1 — 1)
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Beweis Z/nZ = Z/pll’lz S Z/pgrz (Satz 8)
X X X
- <Z/nZ> = (Z/plf%) G- @ <Z/p7’fTZ>

’ (Z/PVZ> X

=p’—pt=p"(p—1)

c) Sind (i, ..., (u@m) die primitiven Einheitswurzeln, so heifit
w(n) .
¢, (X) = [[(X - ¢) € K[X]
i=1

das n-te Kretisteitlungspolynom.

d) X" —1=]]®aX)

din
Beweis X" —1=[[(X - =[] T] &X-¢=]]2«x)
Cevn din  CEpn dn
ord(¢)=d

e) Sei ¢ primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist K (¢)/K Galoiserweiterung.

Beweis K(() ist Zerfallungskorper von X" — 1 iiber K, also normal.
X" — 1 ist separabel, sieche Beweis 4.8 b)

Z X
) xo: Gal(K(Q)/K) = (Yhz) 0 = xal0)
ist injektiver Gruppenhomomorphismus, wobei o ({) = (X»(?).

(xn heit zyklotonischer Charakter)

X
Beweis xn(0) € (Z/nz> , da o(C) primitive Einheitswurzel sein muss.

Xn ist Gruppenhomomorphismus. 01,09 € Gal(K(¢)/K)
= 01(02(¢)) = 01 () = (o (Q) V) = (xrloxnten)
Xn ist injektiv.

Xn(0)=1= 0({) =( = o =1id.

Z| X | primiti har(K) =
g) ®, € K[X], genauer: ¢,(X) € [X] primitiv - char(K) =0
F,[X] char(K) =p
Beweis Induktion iiber n:
n=14/,n=2:4/.
n > 2: ]
x"—1 L g, (X) H By(X)
d<n
———
char(K) =p: € F,lz] € F,[z] nach LV.
= ®,(X) € F,[z] mit Euklidischem Algorithmus.
char(K) =0: € Zx] € Z[z] primitiv.

:>Satz von Gauf o, (X) € Z[X]| primitiv
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h) Ist K = Q, so ist ®,, irreduzibel und y,, ein Isomorphismus.

Q(¢) heifit n-te Kreisteilungskorper.

Beweis Geniigt zu zeigen: @, irreduzibel (dann folgt x,, isomorph aus e) und f))
Sei f € Q[z] das Minimalpolynom von (. f € Z[x] wegen g).

Behauptung: f((?) = 0 fiir jede Primzahl p mit p { n.

Dann ist auch f(¢"™) = 0 fiir jedes m mit ggT(m,n) =1

= f(¢) = 0 fiir jede primitive Einheitswurzel (;

= O, | f= &,=F.

Beweis der Behauptung: Sei X™ — 1= f - h.

Wire f(CP) #0 = h(¢?) =0

d.h. ¢ ist Nullstelle von h(X?) = h(XP) ist Vielfaches von f

— Jg € Z[X] mit W(XP) = g 228 F. 5=} in F,[X].

— fund h haben gemeinsame Nullstellen in E

= X" — 1= f-h hat doppelte Nullstelle. Widerspruch zu X" — 1 separabel.

primitiv
Beispiele ®y(z) =2+ 1 € Go
Py(x)=aPt+aP 4+ +1
-1 -1
d = = =241
4<I> CI)Q'(I)l ZL’Q—]. T
Do) = — 5 =1 2 41 :
G YR
Pg(x) = 2% — 1

Fiir n < 105 sind alle Koeffizienten von ®,, 0, 1 oder -1.

&
Folgerung 4.9

Das regelméfiige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ¢(n) eine
Potenz von 2 ist.

Beweis Zu zeigen: ¢, (primitive Einheitswurzel) € K ({0,1}) <= ¢(n) = 2 fiir ein [ > 1.
< [Q(¢) : Q] = 2" und es gibt Kette Q C Ly C -++ C Ly = Q(¢,) mit [L;: L 4] =2
——

=¢(n)
<= Woher kommt die Kette?

Gal(Q(¢,)/Q) ist abelsch von Ordnung 2!

Dazu gehort eine Kompositionsreihe mit Faktoren Z/QZ

4.4 Norm, Spur und Charaktere

Definition und Bemerkung 4.10
Sei G ein Gruppe, K ein Korper.

a) Ein Charakter von G (mit Werten in K) ist ein Gruppenhomomorphismus x : G — K*.
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b) Xk(G)={x:G — K*:x Charakter } = Hom(G, K*) heit Charaktergruppe von G
(mit Werten in K).

c) (Lineare Unabhéngigkeit der Charaktere, E. Artin)
Xk (G) ist linear unabhéngige Teilmenge des K-Vektorraums Abb(G, K).

Beweis Angenommen X (G) ist linear abhéngig, dann sei m > 0 minimal, so dass
es in X (G) n paarweise verschiedene linear unabhéngige Elemente gibt: es gebe also
X1,---Xn € XK(G), )\1,...)\” € K* mit Z?:l )\ZXZ =0.

Dazu muss n > 2 sein.

Sei g € G mit x1(g) # x2(g). Dann gilt fiir alle h € G.

0="> Xxilgh) = Z&xz xi(h) = pixi(h) = Y pixs =0
=1 =1

—MZGKX =1

Sei v; = pi — Aixi(g), i=1,...n

Dann ist Y, v;x; = 0,

V= )\1X1(9) - >\1X1(9) =0,

vy = Aax2(9) — Aaxi(9) = A2(xa(9) — xa(g)) # 0.

Widerspruch zur Minimalitat von n.

Definition und Bemerkung 4.11
Sei L/ K endliche Korpererweiterung.
LK)
[L : K]S
Homg (L, K) = {oy,...0,}

(=p",p = char(K)), n:=[L: Klg

a) Fir o € L heifit trp x(a) :=¢- Zaz ) € K die Spur von « (iiber K).

b) try/k(a) € K fiir alle o € K.

Beweis Ohne Einschréankung sei L/K separabel.

Ist L/K normal, also galoissch, so ist
Homg (L, K) = Gal(L/K) =: G

und tI'L/K(Oz> € LG =K [Die Spur ist invariant unter o € Gal(L/K'), dann Hauptsatz]

Andernfalls sei L normale Erweiterung von L mit L C L.

Fiir 7 € Homg (L, K) = Gal(L/K) und jedes i = 1,...n ist 7 0 0; € Homg (L, K) (da
oi(L) € K)

— tI‘L/K(O./) € zGal(Z/K) =K.

c) trp i ist K-linear.
q
d) Fiir a € L heifit Ny g (a (H oi(a > die Norm von « (iiber K).
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e) Npk(a) e K

Beweis Ist L/ K separabel, so argumentiere wie in b), sonst siche Bosch.

f) Npjkx : L* — K* ist Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 4.12
Sei L /K endliche Korpererweiterung.

Fira e Lseim,: L — L, x — ax.

Mg ist K-linear und es gilt: tr/x (o) = Spur(ma), Np/k (o) = det(my).
Beweis Ist L/ K separabel, so sei L = K(«)

Dann ist 1,a,a?,...,a"" ! eine K-Basis von L, [L : K] = n.
Weiter sei f(X) = X"+ ¢, 1 X" '+ -+ 1 X + ¢g € K[X] das Minimalpolynom von « {iiber
K.

Dann ist die Abbildungsmatrix von m, bzgl. der Basis 1,...,a" 1
0 0 0 —co
10 S
L0 : :
co1
Do -0
00 0 -+ 1 —cpq

= Spur(ma) = —c¢p—1, det(my) = (—1)"¢o

In K[X] zerfillt f in Linearfaktoren: f = H(X —oi(a))
i=1

= Cpo1 = Zai(a),co = (—1)”HG¢(0¢)
i=1 i=1

Ist L # K(«), so sei by, ...by, eine K(a)-Basis von L.

Dann ist B = {ba? :i=1,...m,j=0,...n — 1} eine K-Basis von L.

Dann ist die Darstellungsmatrix von m, bzgl B:

D0 --- 0
0 D

: 0
0 0 D

= Spur(my) =m - (—c,_1), det(my) = ((—1)"co)™
Fiir jedes o; € Homg (L, K) ist o;(a)) Nullstelle von f.
Jede Nullstelle von f wird dabei gleich oft angenommen, ndmlich m = [L : K(«)]-mal.

— trp/k(a) =m-trg@)yx(a) =m-(—cy_1)
und Np/k(a) = (Ng(ay/k (@)™ = ((=1)"co)™.
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Satz 19 (Hilbert 90)
Sei L/ K zyklische Galois-Erweiterung (d.h. Gal(L/K) = (o) fiir ein o)

2)

Ist 8 € L mit Np,x(8) =1, so gibt es ein a € L™ mit

Beweis n := [L/K]
Nach 4.10 ¢) sind die Charaktere id, o,...,0" "' : L* — L* linear unabhangig tiber L.
Alsoist f=id+ -0+ B -0(B)o*+ -+ Ba(B)-- " 2(B)o™ !
— Jy € L mit a:= f(7y) # 0. Dies eingesetzt:
Bo(a) = Bo(y) + Bo(B)o?(y) + - + Ba(B) - "7 (B) 0" (7)
~ e

-~

Np/r(B)=1 v

Sei L/K zyklische Galoiserweiterung, o € Gal(L/K) ein Erzeuger. n := [L : K]
Zu € L mit trp x(B) = 0 gibt es a € L mit

=a-ola)

Beweis Sei y € L mit trp g (y) # 0 und

0= gt B00) + (34 0(D)2() -+ (B4 0(8) + -+ 0™ X))o ()

= o(a) = g7 [0(B)o* (V) + (0(8) +02(8))o* (V) + - -+ (0 (B) + - + 0" (8))o" ()]

= (a—0(a)) trryx(7) = Bo(y) + Bo*(y) + -+ Bo" () = (0(B) + -+ + "' (B)) ¥
-B

= Btrr k()

Folgerung 4.13

Voraussetzungen wie in Satz 19

a)

b)

Ist char(K) kein Teiler von n := [L : K| und enthélt K eine primitive n-te Einheitswurzel

¢, so gibt es ein primitives Element v € L, so dass das Minimalpolynom von « iiber K:
X" —y

ist fiir ein v € K. (,Kummer-Erweiterung )

Ist char(K) = [L : K] = p, so gibt es ein primitives Element o € L mit Minimalpolynom

XP—X —~

fir ein v € K. (,,Artin-Schreier- Erweiterung*)
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Beweis  a) Esist Npjg(¢) =¢"—1=Ny/r(¢C1)

St 1% e gibt a € L mit o(a) = Ca

= o'(a) =(C'a,i=0,...n—1
—> Das Minimalpolynom von « iiber K hat n verschiedene Nullstellen.
— L =K(a)
Auflerdem ist o(a™) = o(a)” = a™

— 7=a" e K

= Das Minimalpolynom von « ist X" — .
b) trp/k(1) =1+---+1=p=0

S22 IR e gibt a € L mit o(a) =a+1
— o'(a)=a+i,i=0,...n—1

= K(a)=1L
ola? —a)=c(a) —o(la)=a?+1—(a+1)=a? + .

— o —a=:vy¢€ K und X? — X — ~ ist Minimalpolynom von «a.

Proposition 4.14
Sei L/K einfache Korpererweiterung L = K(«)

a) Ist a Nullstelle eines Polynoms X™ — ~ fiir ein v € K und enthélt K eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢, so ist L/K galoissch, Gal(L/K) zyklisch, d := [L : K] ist Teiler von n,
a? € K, X? — o ist Minimalpolynom von «.

b) Ist char(K) =p > 0 und o € L/ K Nullstelle eines Polynoms X? — X — ~ fiir ein vy € K,
so ist L/K galoissch und Gal(L/K) = Z/pz.

Beweis  a) Die Nullstellen von X" — v sind «, Ca, ..., (" La.
= L ist Zerfallungskorper von X™ — ~, also normal und separabel, also galoissch.
Fiir 0 € Gal(L/K) ist o(a) = (" fiir ein v(o) € Z/nZ
o — v(o) ist injektiver Gruppenhomomorphismus Gal(L/K) — Z/nZ

— Gal(L/K) ist zyklisch, da Untergruppe von Z/nZ
= d=[L: K] teilt n.
Fiir o € Gal(L/K) ist o(a) = (¢*(9)?. ad = o4
X4 — o ist Minimalpolynom, da L = K(a) und [K(a) : K] =d
b) Fir i € F, ist (OH—@')p—(04+7J)—’y:a”—|—\iz;—a—i—fy:0.
=— X? — X — ~ hat p verschiedene Nullstellen in L.
— L ist Zerfallungskérper von X? — X —~v und L/K ist separabel.

AuBlerdem folgt: Gal(L/K) = /pZ
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4.5 Auflosung von Gleichungen durch Radikale

Definition 4.15
Sei K ein Korper

a) Eine einfache Korpererweiterung L = K(«) heifit elementare (oder einfache) Radi-
kalerweiterung, wenn entweder

(i) « ist eine Einheitswurzel.
(ii) « ist Nullstelle von X™ — ~ fiir ein v € K und char(K) 1 n.
(iii) « ist Nullstelle von X? — X — « fiir ein v € K und char(K) = p.

b) Eine endliche Korpererweiterung L/K heiit Radikalerweiterung, wenn es eine Kor-
pererweiterung L'/L gibt und eine Kette K = Loy C Ly C -+ C L, = L' von Zwischen-
kérpern, so dass L;y1/L; elementare Radikalerweiterung ist fiir i = 0,...,n — 1.

c) Ist f € K[X] separabel, nicht konstant, so heifit die Gleichung f(X) = 0 durch Radikale
auflosbar, wenn der Zerfallungskorper von f eine Radikalerweiterung ist.

Beispiel K =Q, f(X)=X?-3X+1
Behauptung: Ist « Nullstelle von f, so ist Q(«) Zerfallungskorper von f, hat also Grad 3 iiber
Q. Q(a)/Q ist keine Radikalerweiterung!
Die Nullstellen von f sind a; = e’ + e%, g = e + em;i, az = e's e,
14me

Es ist a?:e%%—eT +2=a3+2= a3 € Qo)
— &2:—&1—@36(@(&1).

Satz 20
Sei K ein Korper, f € K[X] separabel, nicht konstant.

a) Die Gleichung f(X) = 0 ist genau dann durch Radikale auflosbar, wenn ihre Galoisgruppe
G auflosbar ist.

(d.h. G hat Normalreihe, G = Gy D G; D --- D G,, = {e} mit Gi/GiJrl abelsch.)

Beispiel X° —4X + 2 hat Galoisgruppe S5
und ist deshalb nicht durch Radikale auflosbar,
denn S5 C A5 C {e} ist Kompositionsreihe.

Nach Jordan-Holder tritt A in jeder Kompositionsreihe fiir S5 als Faktorgruppe auf.
b) Eine endliche Korpererweiterung L/K ist genau dann Radikalerweiterung, wenn es eine

endliche Galoiserweiterung L'/K gibt mit L C L', so dass Gal(L’/K) auflésbare Gruppe
ist.

Beweis ,—*“Sei K = Ly C L, C --- C L,, Kette wie in der Definition mit L C L,,.
Induktion uber m

m = 1: Ist L;/K vom Typ (i), so ist L; = K(() fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ und
X
Gal(K(¢)/K) C (Z/nz> , also auflésbar.
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Ist L /K vom Typ (iii), so ist Ly/K galoissch und Gal(L;/K) = Z/pz.

Sei Ly /K vom Typ (ii):

Enthélt K eine primitive n-te Einheitswurzel, so ist K(«a)/K galoissch und Gal(K(«)/K) =
Z/nZ‘

Andernfalls sei F' = K(() der Zerfallungskorper von X" — 1 iber K und L} = F(a) = L1(() =
FL, das ,,Kompositum® von F' und L;.

L ist galoissch iiber K (Zerfallungskorper von X™ — « iiber K') und es gibt exakte Sequenz:
1 — Gal(L}/F) — Gal(L}|/K) — Gal(F/K) — 1
—_———

———
zyklisch abelsch

— Gal(L}/K) auflosbar.

n > 1: Eine endliche Korpererweiterung L/K heile auflésbar, wenn es eine endliche Erweite-
rung L'/ L gibt, so dass L'/ K galoissch ist und Gal(L'/K) auflésbar.

Nach I.V. ist L,,_1/K auflésbar.
Auflerdem ist L,/ L,,—; auflosbar

Zu zeigen also: Sind K C L C M Korpererweiterungen (Umbenannt: L war L,,_y, M war L,,)
und L/K auflésbar, M /L auflosbar, so ist M /K auflosbar.

Seien dazu L'/L und M’/M Erweiterungen wie in der Definition:

L/ L/M/

galoisy

M L—M—— M
galoissch

Behauptung: L'M’ /1. ist galoissch und Gal(L'M’/L') ist auflésbar.

denn: Nach Voraussetzung ist M’/ L galoissch, also Zerfallungskorper eines Polynoms f € L[X].
= M'L' ist Zerfallungskorper von f € L'[X] iiber L'

AuBerdem: Gal(L/'M'/L") — Gal(M'/L), o — o|y '€ Gal(M'/L)

ist wohldefiniert und injektiv: ist o[y = idyy, so ist 0 = idpys, da o = id;, nach Vorausset-
zung.

Also ohne Einschrankung L = L', L'M' = M.

Ist M/K galoissch, so ist Gal(M/K) auflosbar, da dann

1 — Gal(M/L) — Gal(M/K) — Gal(L/K) — 1
— ———

auflosbar auflosbar

exakt ist.
Andernfalls sei M /M minimale Erweiterung, so dass M /K galoissch ist.

M wird iiber K erzeugt von den o(M), o € Homg (M, K) (K fest gewihlter algebraischer
Abschluss von K)

Fiir jedes 0 € Homg (M, K) ist o(M) Galoiserweiterung von o (L) = L.
Dann ist Gal(M/L) — H Gal(o(M), L), T — (T|o(a))o injektiver Gruppenhomomor-

o€Homp (M,K)
phismus.
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Fiir jedes 0 € Homg (M, K) ist Gal(o(M)/L) = Gal(M, L) also auflésbar. => [], Gal(o(M)/L)
ist auflosbar (!)

— Gal(]\N4 /L) auflésbar (als Untergruppe einer auflésbaren Gruppe)
== Gal(]\j /K) ist auflosbar wegen

1 — Gal(M/L) — Gal(M/K) — Gal(L/K) — 1

exakt.

Beweis: <=

G = Gal(L'/K) sei auflésbar, G = Gy D G1 D --- D G, = {1} Normalreihe so dass G4
Normalteiler in GG; und Gi/qurl = Z/piZ mit Primzahlen p;, i =0...m — 1

Dazu gehort eine Kette von Zwischenkorpern K = Ko C Ky C --- C K,,, = L, in der Ki/Ki,l
Galoiserweiterung ist mit Gal(K;/K;_) = /piZ

Ist p; = char(K), so ist K;/K;_; Artin-Schreier-Erweiterung (d.h. Typ (iii))

Ist py # char(K), so ist K;/K;_; vom Typ (ii), (Folgerung zu Satz 19) falls K;_; eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ enthalt.

Sei also d := H p und F der Zerfillungskorper von X9 — 1 iiber K.

p prim
e
— F/K ist Erweiterung vom Typ (i).

Sei L := PL = L/F ist Galoiserweiterung (wie bei dem Diagramm zu L'M’)
und Gal(L/F) C Gal(L'/K), also auflésbar.

Beginne von vorne mit L und F statt L' und K.
Erhalte Kette K C F C Fy, C --- C F, = L von Zwischenkorpern mit E/ F, Galoiserweite-
rung, Gal(F;/F;_;) = /pz'Z und F;/F;_; ist elementare Radikalerweiterung.
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